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Capitulo 1

Funcoes , Limites e Continuidade

1.1 Funcoes

1.1.1 Introducao ao conceito de funcgoes

Em céalculo I estudamos fungoes reais com uma tnica variavel. Isto é, imagine que vocé vai em
um restaurante que cobra de acordo com o peso da comida e nao pede nenhuma bebida. Neste
caso, o preco da sua refeicao sé depende do peso da comida que vocé escolher. Pensando em
termos matematicos, dizemos que o prego é funcao do peso e formalizamos esta idéia dizendo
que existe uma fungdo com uma tnica varidvel (peso) que determina quanto vai ser pago pela
refeigdo (preco). Neste caso o conjunto de todos os pesos possiveis serd o dominio, e o conjunto
de todos os pregos possiveis serd a imagem.

Exercicio 1.1.1. Formalize a funcao descrita acima no formato:

fi+ A - B

a +— b
Suponha, entao, que além da comida vocé quer beber alguma coisa. Entao, o preco do seu
almoco passa a depender de duas varidveis . Vocé precisa levar em conta o peso da refeicao
e o valor da bebida. Neste caso, a sua despesa passara a ser calculada em fungao de duas
variaveis: refeicao e bebida. Dizemos, entao, que o preco é fungao de duas varidveis. K
teremos uma fun¢ao com imagem em R (o preco) e dominio contido em R?, isto é: uma fungdo

real de duas varidveis.

Exercicio 1.1.2. Formalize esta fungao nos mesmos termos do exercicio 1.1.1.

Exercicio 1.1.3. Para cada uma das situactes abaixo, tente definir funcbes na forma do
exercicio 1.1.1

a) Vocé vai pagar a sua conta e a de um amigo. Qual serd a sua despesa?
b) Vocé vai pagar a conta, a do amigo, e a gorjeta de 10%.

c) Vocé pagard a sua refeicao , a do amigo, a gorjeta, mas tem um desconto de 15% da sua
refeicao .
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Vamos pensar em uma outra situacio . Imagine que a sua mA £e prometeu a vocé que para
cada valor (em dinheiro) que vocé guardar por um més, ela acrescenta 20%. Por outro lado,
vocé precisa pagar uma divida a um amigo e vocé se dispoe a pagar, por més, 15% do que a
sua mA £e te der. Observe que o dinheiro que vocé receberd da sua mA £e e a quantia mensal
que pagara ao amigo sao funcées de uma Unica varidvel: a quantia poupada. Temos entdao uma
fungdo que depende de uma tnica grandeza. Conhecida esta grandeza, determinaremos dois
valores. Dizemos entao que temos uma fungao vetorial de uma variavel ou seja, o dominio
é um subconjunto de R e a imagem estd contida em R2.

Exercicio 1.1.4. Descreva a funcao que representa a situagao mencionada.
Lembre que uma funcao de uma varidvel é definida como:

Definicao 1.1.1. Uma fungao é uma tripla {A, B, R} oonde A e B sao conjuntos e R é uma
relacao entre A e B tal que para cada elemento de A existe um unico elemento de B na relagao
. O conjunto dos valores b € B tais que para algum a € A, (a,b) € R é dito Imagem da fungao

Em particular, quando A = R"™ e B = R™ dizemos:

Definicao 1.1.2. Uma funcao f : Dy C R" — R™ sao trés “objetos”: um subconjunto de
R™ chamado de dominio, Dy, um subconjunto de R™ chamado de contradominio, C'y e uma

regra que associa a cada elemento x = (1,22, ...,2,) € Dy do dominio, um tnico elemento do
contradominio, y = f(x) = (y1,¥2,...,Ym). Podemos escrever:
f : Df — R™
z— f(z)

para denotar a fungao .

Observacgao : Vamos convencionar que, quando uma funcdo é dada por uma férmula, seu
domifnio é o “maior” subconjunto de R? no qual a regra faz sentido e vamos denotar esse conjunto
por Dy.

Observagao : Nestas notas, as letras maiA°sculas X, Y, etc serA£o usadas, frequentemente,
para designar elementos de um espaco R™ enquanto as letras minusculas designam coordenadas.
Assim, X = (z1,22,...,Tp).

Exemplo 1.1.1. f(z,y) = z +y. Assim, Dy = R? e como z = 2 + y é a equagdo do plano
normal ao vetor (0,0,-1) e que contém a origem, a imagem ¢é R.

Exemplo 1.1.2. f(z,y) = 2? + y%. Assim, de novo, Dy = R2.

1.1.2 Graficos, Conjuntos de nivel, Representacao Paramétrica

Ja trabalhamos muito com graficos de funcoes em calculo 1, mas é preciso agora entender
melhor o conceito de grafico bem como de outros ”desenhos” que podemos fazer em relacao a
uma determinada fungao .
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Exercicio 1.1.5. Considere a funcio f(z) = 2%, € R. ! Pense com cuidado qual(is) das
afirmacoes a seguir vocé diria que sao verdadeiras:

a) A fungdo é uma pardbola.
)

b) 0 esta no gréafico da fungao .

c) A imagem desta funcio é x2.

)
c) (1,1) esta no gréfico da fungao .

O item (a) é evidentemente falso, porque uma funcao é uma relagao entre dois conjuntos e
portanto nenhuma fungao pode ser uma parabola, ja que a pardbola é uma figura geométrica.
Esta frase poderia ser comparada a algo como ”Esta sala é um retangulo”. Nenhuma sala
pode ser um retangulo, apenas podemos representar uma sala, em uma planta baixa, por um
retangulo. Em uma conversa informal, pode-se falar isso, mas para usar uma linguagem correta
deveriamos dizer: a representagao desta sala pode ser feita por um retangulo. A letra (b) estd
muito errada (adivinhe a razao !); a letra (c) estd com-ple-ta-men-te errada porque imagem de
funcao é conjunto, nao férmula e a letra (c) estd correta.

O ponto fundamental aqui é lembrar o conceito de graficol Um grafico de fungao nao
é um desenho nem um esbogo de qualquer coisa relacionada A funcao !!!!). E
importante notar a definiA§A £o de grAjfico e entendé-la bem.

Definicao 1.1.3. Um bf grafico de uma fungdo f é um subconjunto do produto cartesiano
dominio x Imagem composto por pontos da forma (a,b) onde a é um ponto do dominio e

b= f(a).

Exemplo 1.1.3. Considere a fungao descrita pelo diagrama a seguir:

a — N
8 — ©
O e R
6 — ©6

O dominio desta fungao é o conjunto {«, 3,7, d}, e a imagem é o conjunto {N, ®, ¢, ©}. O gréfico
serd o conjunto dos pares; {(a,N), (8,®), (7,¢),(6,8)}. Observe que o grafico existe, embora
vocé nao possa representé-lo no plano cartesiano.

Exemplo 1.1.4. Suponha que A é o conjunto das cores priméarias. Denomine por F a fungao
que a cada par de cores primarias associa a cor formada pela sua combinacao . Observe que o
grafico desta fungao serd composto por triplas, por exemplo : (azul, amarelo, verde) ou (ver-
melho, vermelho, vermelho), etc. Cada uma destas triplas tra a informagao (dominio, imagem).
Precisamos de duas posicao para o dominio e uma ara a imagem, de modo que necessitamos de
trés posicao para representar um ponto do gréfico.
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Exercicio 1.1.6. Em um concurso de culinaria com 5 participantes a organizagao disponibilizou
quatro ingredientes salgados (batata, carne, frango e macarrao ) e tres ingredientes doces: cho-
colate, leite condensado e geléia. Cada participante deve escolher dois ingredientes salgados, dois
ingredientes doces e apresentar uma refeicaio com um prato salgado e uma sobremesa. Procure
descrever esta funcao formalmente. Descreva o gréifico da funcao !!! Vocé pode imaginar, por
exemplo, que batata com macarrao é um prato, geléia com leite condensado é uma sobremesa,
frango com grango é um prato...

O que é muito importante em todos estes exemplos é se convencer de que toda
funcao tem um grafico e nem sempre este grafico é representado através de um
desenho.

Vamos trabalhar um pouco, agora, com fungoes com dominio em R” e contra-
dominio em R™.

Exemplo 1.1.5. Considere a funcio F : R? — R descrita pela expressiao F(u,v) = u +v. Um
ponto do gréfico desta funcao , por exemplo, é (2,1, 3); outro ponto é (—1,1,0). Todos os pontos
do grafico precisam de trés coordenadas - duas para representar o dominio e uma para imagem.
Assim poderfamos dizer que o grafico desta fungao é o conjunto de pontos da forma (x,y, z) onde
z = x +y. isto é, todos os pontos com trés coordenadas em que a terceira é a soma das duas
primeiras. Como cada ponto tem trés coordenadas e cada uma delas é um valor real, podemos
pensar em representar este grafico em um desenho contendo trés eixos. Existem muitas maneiras
de pensar neste problema (e vocé deve tentar todas), mas observamos que z —x —y = 0 é a
equagao de um plano que contem a origem e tem vetor normal (1,1,1) e portanto este plano é
a representacao do gréfico de F.

Exercicio 1.1.7. Tente descrever e fazer um esbogo dos graficos das fungdes

e a) F(u,v)=2u—v, (uv)c€R?;
e b) Flu,v) =u—2v, (u,v)ecR?
e ¢) F(u,v) =2u, (u,v)€R?

)
e d) F(u,v)=1u?, (u,v) € R?

Exemplo 1.1.6. Considere a fun¢io F : R — R? descrita pela expressio F(u) = (u,u). Um
ponto do grafico desta fungao , por exemplo, é (1,1, 1) ou (3,3,3). Em geral todos os pontos deste
grafico sao da forma (x,z,z) onde x é um nimero real. Mais uma vez, temos um grafico que é
subconjunto de R3 e podemos pensar em desenhar os pontos do grafico. Tipicamente precissamos
marcar todos os pontos que tenham trés coordenadas iguais. mais uma vez sugerimos que vocé
pense em muitas maneiras de resolver este problema. Indicamos aqui que todos os pontos sao
da forma ¢(1,1,1), t € R, o que nos permite desenhar uma reta com a diregao do vetor (1,1,1)
e contendo a origem.

Exercicio 1.1.8. Tente descrever e fazer um esbogo dos graficos das fungdes

e a) F(u)=(2u,—u), u€eR;
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e b) F(u) = (u?u?), ueR
e ¢) F(u) = (u,sen(u)), ueR
e d) F(u)= (v?u), ueR

Observe que os graficos, em todos os casos estudados até agora, sao subcon-
juntos de R3, porque a soma das dimensées do dominio e imagem d4 3. No en-
tanto, enquanto no primeiro bloco de exemplos os graficos eram representados por
superficies, no segundo eles eram representados por curvas. Tente muito, muito
mesmo, com todas as suas forgas, entender porque..

Vamos considerar agora algumas situagoes que envolvem dimensoes maiores. Considere a
fungao F : R? — R descrita pela expressao F(u,v,w) = 2u + v — w.

Exemplo 1.1.7. Considere a fungio F : R?® — R descrita pela expressio F(u,v,w) = 2u+v—w.
Um ponto do grafico desta fungao é, por exemplo, (1,2, —1,2) ou (2,3,1,6). Observe que agora
os pontos do grafico sao representados por 4 coordenadas, o que nao nos permite desenha-los. No
entanto, o grafico existe e poderiamos descrevé-lo como o conjunto de pontos (z,y, z, s) tais que
s = 2x + y — z. Tente entender porque eu estou usando simbolos distintos (letras) na defini¢ao
da funcao e na descri¢do do gréafico !!! Isso faz sentido ou é bobagem de professor?

Exercicio 1.1.9. Tente descrever os graficos das fungdes :

Voltamos, agora, ao exemplo do restaurante a peso (exemplo 1.1.1). Considere o caso em que
a pessoa quer uma refeicao e uma bebida e precisa determinar sua despesa. Temos entao o caso de
uma func¢ao de duas varidveis com valores reais. Uma pergunta muito razoavel é: considerando
que o individuo dispoe de R$50, 00 quais as combinagoes de comida e bebida que ele pode fazer?
Observe que existem intimeras respostas para esta pergunta. essencialmente estamos fixando
um valor na Imagem da funcao e determinando todos os pontos do Dominio cuja imagem tera
este valor. Vamos imaginar que o individuo pode comer 300 gr e tomar uma cerveja, ou 200 gr. e
bebr um vinho, ou 400 gr e uma agua, etc. Todas estas possibilidades custariam cinquenta reais.
Neste caso dizemos que os pares (300, cerveja), (200, vinho), (400, 4gua) estao no conjunto de
nivel 50 da fungdo . Mais formalmente:

Definicao 1.1.4. Se uma funcio f tem contradominio em R o conjunto de nivel k, k € R,
de f, sdo todos os elementos do dominio de f cuja imagem A(©) k.

Exemplo 1.1.8. Suponha que vocé estd organizando uma biblioteca e vocé quer classificar os
livros de acordo com dois parametros: tipo (literatura, poesia, biografias, etc..) e idioma original
da obra.Todos os livros com mesmo tipo e cujo idioma original seja o mesmo devem ficar na
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mesma estante. Podemos pensar em uma funcao que associa livros A estantes, de acordo com
seu tipo e idioma. Mais uma vez, temos uma fungao de duas variaveis. Vocé pode olhar para
a biblioteca organizada, escolher a terceira estante e verificar que ali estao todos os livros de
poesia com autores de lingua portuguesa. Este conjunto de livros sera entao o conjunto de nivel
terceira estante da funcao .

Exercicio 1.1.10. Vocé& quer comprar calga, camisa e sapato para ir a uma festa. Evidentement
sua despesa serd a soma do prego destas trés pegas. Procure descrever uma funcgéo
que explicita esta dependéncia. Determine todas as possibilidades que vocé tera
com R$400,00.Em outras palavras, determine o conjunto de nivel 400 desta fung&o .

Para determinar o conjunto de nivel precisamos fixar um pont na imagem e verificar todos
os pontos do dominio cuja imagem tem aquele valor. Neste curso sé vamos nos preocupar
com conjuntos de nivel de funcoes reais de varias varidveis (o que é isso mesmo?) e definimos
formalmente:

Definicao 1.1.5. O conjunto de nivel k, £ € R de uma funcao F' : R — R é cons-
tituido por todos os pontos do dominio de F' cuja imagem é k ou, mais sucinto: X € R" €
conjunto de nivel k de F'sseF(X) = k.

Exemplo 1.1.9. Considere F(u,v) = 2u+v, (u,v) € R?.Vamos determinar o conjunto de nivel
1 desta funcao . Isto é: todos os pontos do dominio de F' cuja imagem da 1. Queremos, assim,
determinar todos os valores de u e v tais que 2u + v = 1. Observe que isso é uma reta que
poderia ser descrita pela equacao v = 1 — 2u.Ou seja, coeficiente angular —2 contendo o ponto
(0,1). é muito importante que vocé se convenca que esta reta nao é o grafico desta
funcao . Esta reta é grafico da funcao g(x) = 1—2x que é uma fungao completamente diferente.
Neste exemplo o grafico de F' é um subconjunto de R? e é representado por um plano !!

Exercicio 1.1.11. determine o conjunto de nivel k de cada uma das fungdes . Em cada
caso, procure pensar também no grafico da fungfo e (eu imploro) convenga-se de que
sdo conjuntos com-ple-ta-men-te diferentes.

(u,v)
b) F(u,v) =u?, (u,v) €R?, k=9;
c) F(u,v) =u?+v?, (u,v) € R?,k =4;
d) F(u,v) = senuw, (u,v)ERQ,kzg;
e)
c) F(u,v) =wv, (u,v) € R?,k=1;

f) F
g) F

h) F(u,v,w)=u+v+w, (u,v)€R%,k=—1;
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Imagine que vocé estd analisando o modo como uma formiga se move em cima de uma
mesa. Ela certamente descreve uma curva. Vocé pode olhar no seu relégio a cada segundo e
verificar sua posi¢ao . Temos entao uma fung¢ao cujo dominio é o tempo e a imagem € a posi¢ao
da formiga na mesa. Se vc representar esta posicao no plano cartesiano, verd um conjunto de
pontos marcados. Observe que este conjunto nao é grafico e muito menos conjunto de
nivel desta funcao . Este conjunto é a imagem da fungdo . Se vocé imaginar que o tempo
estd sendo medido continuamente e nao a cada segundo) e a posicao marcada a todo tempo,
teremos uma funcao com dominio em R, contradominio em R?, gréifico em R? e o que estamos
desenhando é uma curva que é a imagem desta funcao . Dizemos que a funcao parametriza a
curva.

Exemplo 1.1.10. Considere a funcio f(u) = (u,u?), u € R. Queremos analisar a imagem desta
funcdo . Observe que os pontos da imagem sio todos os pares da forma (z, ) tais que y = 2. Em
outras palavras, a imagem desta funcao é uma parabola bastante conhecida. a parabola nao
é o grafico desta funcao !!!!. Dizemos que f parametriza a parabola ou que a parabola é
parametrizada por f.

Exercicio 1.1.12. Descreva as curvas parametrizadas pelas funcoes a seguir:

Yy=(t+1,t—1,t+3), teR.
#) = (t, cos(t),sen(t)) t € R,

) = (cos(t),sen(t)), t € R.
e h) F(t) = (e, e?), t € R.

Exemplo 1.1.11. Considere a funciao F(u,v) = (u,2v,3u — v), (u,v) € R%. A imagem desta
funcao é composta de todos os pontos da forma (x,y, z) que satisfazem a equacdo z = 3z — §.
E portanto é um plano, contendo a origem e com vetor normal com a direcao de (—3,1/2,1).
Observe que esta ¢ a imagem da funcao ; nao o seu grafico. O grafico desta funcao é subconjunto
de R®. Dizemos que o plano é parametrizado pela funcéo .

Exercicio 1.1.13. Esboce os conjuntos parametrizados pelas fungoes descritas a seguir:

e a) F(u,v) = (2u,3v,2u + 3v), (u,v) € R?;

o b) F(r,0) = (rcosb, rsend), r € (0,1], 6 € [0, 27];

o ¢) F(u,v) = (u,u?), u € R, v[0,1];

e d) F(u,v) = (ucosv, usenv,v), u € [0,2], v € [0, 4n].
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Até o momento, discutimos varios conjuntos associados A fungoes vetoriais de varias
variaveis. Essencialmente tinhamos graficos, conjuntos de nivel (para funcoes reais) e conjuntos
parametrizados.

Exemplo 1.1.12. Sabemos que o grafico da fungao f(x) = 2z + 1, * € R é representao
por uma reta com coeficiente angular 2 contendo o ponto (0,1). Considere entA £o a funcio
F(z,y) =y — 2x — 1. O conjunto de nivel 0 desta fungao é exatamente a mesma reta. Além
disso, esta reta também é imagem da funcao g(x) = (z,2x + 1). Observe que as fungoes f, F'
e g sAfo com-ple-ta-men-te diferentes, seus graficos sA£o distintos, seus conjuntos domini e
imagem também.

Observamos, assim, que um mesmo ~desenho”ou objeto geométrico pode ser descrito de
modo diferente, usando funcbes . Isto é: existem muitas maneiras de descrever um objeto
geométrico.

Exemplo 1.1.13. Denomine por 7 a pardbola que é grafico de f(z) = x2. Observe que 7y

também é conjunto de nivel das funcdes , F(z,y) = y — 22, G(z,y) = Y= ¢ imagem das
fungdes h(z) = (z,22), z € R ou w(x) = (23,2%), z € R.

Dos ultimos exemplos surgem naturalmente algumas perguntas: como descrever através de
uma funcao um determinado objeto geométrico 7 Quantas maneiras existem para fazer esta
descricao 7 Nos exemplos acima trabalhamos com tr es conceitos: gréficos, conjuntos de nivel
e parametrizacoes . Quanto um conjunto é descrito como grafico de funcdo dizemos que a
definigao é explicita; se o conjunto for conjunto de nivel da funcao , dizemos que a descri¢ao
¢é implicita; se o conjunto for imagem da funcao dizemos que a definicao é paramétrica.

Exemplo 1.1.14. Seja v a curva que representa o gafico de f(z) = sen (z), x € [0,2Pi].
~ é grafico de f e, por isso, f define v explicitamente. ~ é conjunto de nivel de F(x,y) =
y —sen (z), (x,y) € [0,27] x [—1,1] e, assim, F descreve ~ implicitamente; e v é imagem de
g(x) = (z,sen (x)), x € [0,27] e g descvreve v parametricamente.

Exercicio 1.1.14. Em cada um dos itens a seguir estd descrita uma curva ~. Identifique se a
descricao dada é implicita, explicita ou paramétrica. Obtenha, sempre que possivel, as outras
duas formas e tente fazer um esboco.

a) v é a reta descrita por y =3z + 1, z € R;

b) v := {(z,y) € R?tais que 3z + 4y = 2};

¢) v & a imagem de h(z) = (x,3z + 1);

d) 7 é parametrizada por g(z) = 2z, 322), v € [-1,1]

e) v é o conjunto de nivel 3 da fungao F(z,y) = 3y — z, x € [0,1],y € R;

)
)

—h

v = {(z,y) € R? taisquedx® + 4y* = 1};
g) v = {(z,y) € R?tais query = 2}
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h) v é a imagem da fungao g(z) = (z,2/z), z € R, x # 0.

os exemplos e exercicios anteriores levantam uma série de perguntas. Existe mais de uma
forma implicita de se descrever uma curva? Implicita? paramétrica? Sempre é possivel descrever
uma curva das trés maneiras?

Exemplo 1.1.15. Vamos considerar agora o plano com vetor normal na diregao de (2,1,3)
contendo o ponto (1, —2,1). Observe que este plano é o conjunto de nivel 0 da funcao F(z,y, z) =

1
2(x — 1)+ (y +2) + 3(z — 1). Também é grafico de G(z,y) = §(2x — 1y + 3) e, ainda é imagem

de H(u,v) = (u,v,2u — v 4+ 3). Observe que conseguimos defini¢oes explicitas, implicitas e
paramétricas para este plano.

Exercicio 1.1.15. Em cada um dos itens a seguir esta descrita uma superficie S. Identifique se
a descri¢ao dada é implicita, explicita ou paramétrica. Obtenha, sempre que possivel, as outras
duas formas e tente fazer um esboco.

a) S é o plano descrita por y + 2z — 3z + 1 =2, (x,9,2) € R?;

b) S := {(x,y, z) € R3tais que z = 22 + 32, (z,y) € [0,2] x [-1,1];

c) S é a imagem de h(x,y) = (z,3z + 1,2y + 2); (x,y) € R

d) S é parametrizada por g(x,y) = x,cos (y),sen y), = € [—1,1], y € [0,47];

e) S é o conjunto de nivel 3 da fungao F(x,y) =3y — z, x € [0,1],y € R;

f) S = {(z,y,2) € R3tais que 2% + y* = 1};

g) S = {(z,y,2) € R3tais que 2% + y? + 22 = 4}

h) S é a imagem da fungao G(z,y) = (cos (y),sen y,z), (z,y) € [0,37] x [0, 2].

Mais uma vez vocé pode se perguntar: é sempre possivel descrever uma superficie nessas trés
formas? Existe mais de uma representacao explicita? Implicita? Paramétrica?

1.1.3 Alguns EsboAS§os

Veja os gréficos das fungoes dos exemplos (1.1.1) e (1.1.2):
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Definigao 1.1.6. Dada uma funcao de duas varidveis, f : Dy C R? — R, e uma constante
real ¢, a curva em R? dada por

Ne={(z,y) € Dy; f(z,y) = c}
¢é chamada de a curva de nivel ¢ de f.

Exemplo 1.1.16. (exemplo (1.1.2) revisitado) As curvas de nivel de f(z,y) = 22 +y? sdo dadas
por N. = {(z,y); 2% + y? = c}. Assim,

{(z,y);z* +y*=c}, ¢>0 (circulo)
Ne = (Oa 0)5 c=0 (pOIltO)
0 c<0 (vazio)

Os graficos abaixo foram feitos no Maple usando os comandos contourplot (para desenhar as
curvas de nivel) e contourplot3d (para ver as curvas de nivel “levantadas”ao nivel apropriado.

Exemplo 1.1.17. f(z,y) = sen(z) +y. As curvas de nivel de f s@o dadas por sen(z) +y =—c
i.e., No = {(z,y);y = ¢ — sen(z)}. Veja o gréfico de f, de suas curvas de nivel e o gréfico de f
com as curvas de nivel “levantadas”:

Exemplo 1.1.18. f(z,y) = cos(y/x? 4+ y?). As curvas de nivel de f sdo dadas por cos(/z2 + y2) =

c. Assim,
{(z,y); 2% +y? = arccos®(c)}, 0<c<1 (circulo)
N. =4 (0,0), c=1 (ponto)
0, c>1 (vazio)

Veja o grafico de f, de suas curvas de nivel e o grafico de f com as curvas de nivel “levantadas”:
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Exemplo 1.1.19. f(z,y) = 3(2? + 3y2)e_x2_y2. As curvas de nivel de f sdo dadas por 3(z? +
33;2)6*9’32*92 = c¢. Veja o gréfico de f, o grafico de f restringindo seu dominio, o grafico de suas
curvas de nivel e o grafico de f com as curvas de nivel “levantadas”:

Exemplo 1.1.20. Seja f(z,y,2) = /1 — 422 — 9y2 — 22. E claro que nao é possivel desenhar
o grafico de f, j4 que esse é um subconjunto do R*. Entretanto, podemos desenhar qualquer
superficie de nivel S, = {(z,y,2); f(x,y,2) = ¢} dessa fungdo . Note que se w = f(x,y, 2)
=cec<0ouc>1, 5 =évazio. Para 0 < ¢ < 1, a superficie de nivel ¢ satisfaz: S. =
{(z,y,2);1—422—-9y?— 2% = ?}, logo, S, = {(x,y, 2); 422 + 9y?> + 22 = 1 —%}. Veja o desenho
abaixo (para C' = 0):
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d®

Exemplo 1.1.21. Seja

f:[0,00) x [0,27] — R?
(r,0) — (r cos(0),rsen(h))

Note que f é inversivel:

f1R? — [0, 00) x [0, 27]

arctan (y/x), x #0
(x,y)—>(r:vx2+y2,9: 0, I':OeyZO)

, z=0ey<0

Veja a figura:
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1.2 Nocgoes Topolégicas em R"
n
Definicao 1.2.1. O produto interno (usual) de dois vetores em R" é (x, y) = Z Tk Y-
k=1

Propriedades 1.2.1. (a) (z, y) = (y, x),z,y € R™;

(b)

(azx,y) =a(z,y), paraa € R,z,y € R
(¢) (x+2y) = (z,y) + (2, y),7,y,2 € RY;

(d) [{z,y) | < |lz|llyll, z,y € R™ (desigualdade de Schwartz - veja a demonstragao adiante).

Definicao 1.2.2. A norma (usual) de um vetor z € R" é ||z|| = /(x, =) =

Propriedades 1.2.2. (a) [|z|| =0seesdéx =0;
(b) Se a € R, entao |lax| = |a||z];
(€) llz+yll < ||z|| + |ly|| (desigualdade triangular).

Demonstragao da desigualdade de Schwartz:
Paratodot € R, 0 < [[tz+y||? = {tr+y, to+y) = t2|z]|>+2t(x, y) + |y ||>. Mas se at?+bt+c >0
para todo t € R entao o discriminante A = b* — 4ac < 0 e portanto, 4(z,y)? — 4[|z||*|y||* < 0,

ie. [ (z,y) | < =[]yl
Demonstragao da desigualdade triangular:

|z +y|?=(x+y, z+y) = (2, 2) +2(z, y) + (y, y) = ||z]|> + 2 (z, y) + ||y||>. Logo,

lz +ylI* = (lll + ly1)? = lell* + 2 (z, y) + [yl* = (l=l* + 2/l + ly])
= 2(x, y) — 2||z|/||y|| < 0 pela desigualdade de Schwarz

Portanto, [z +yl| < ||zl + [[yl-
Definicao 1.2.3. A distdncia entre dois pontos x e y € R™ é dada por: d(z, y) = ||z — y||.

Lembre que um aberto em R é a unido de intervalos abertos e que um intervalo aberto (a,b)
a+b a+b
r= .
2 2

pode ser dado como (a,b) = {x € R;d(x, P) < r,onde P =
Vamos agora definir os abertos de R™:

Definicao 1.2.4.

Uma bola aberta centrada em P € R™ e de raio r é: B.(P) = {x € R";d(z, P) <r}.

Um subconjunto A de R™ é aberto se é uma uniao de bolas abertas.

Um subconjunto B de R™ é fechado se é o complementar de um conjunto aberto.

Dado A subconjunto de R™ e P € A, dizemos que P é ponto interior de A se existe uma bola
aberta B tal que P € B C A. P é um ponto exterior de A se existe uma bola aberta B tal
que P € B C A° Finalmente, P é um ponto de fronteira ou ponto de bordo de A se qualquer
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bola aberta B contendo P também contém pontos interiores e exteriores de A. O conjunto dos
pontos interiores de A é denotado por int(A) ou A% o conjunto dos pontos exteriores de A por
ext(A) e o conjunto dos pontos de fronteira por dA. O fecho de A é a unidao AUIA e é denotado

por A.

2 2
Exemplo 1.2.1. Sejam A = {(x,y, z) € R3; % + % +22 < 1} e B={(r,y,2) € R3%x < 1}.
A e B sao abertos; o bordo de B é 9B = {(1,y,2),y,2 € R} e o fecho de B é B = {(z,y,2) €

R3x < 1}.

1.3 Limites

Lembre que uma funcao f : R — R tem limite L quando = tende para a, se para todo € > 0
existe 6 > 0 tal que |f(z) —L| <ese 0 < |z —al <é.

A definicao para fungoes f : R” — R™ é a mesmal! Apenas interprete x e a como pontos em
R™, f(x) e L como pontos de R™ e escreva ||z —al| e || f(z) — L|| ao invés de |z —al e |f(x) — L|.
Assim:

Definicao 1.3.1. f: R" — R™ tem limite L quando = tende para a e escrevemos

lim f(x) =L ou f(z) — L

T—ra T—ra

se para todo € > 0 existe § > 0 tal que ||f(z) — L|| < ese 0 < [z —a| < 4.

Equivalentemente,
lim f(z) = L ou f(z) — L,

T—a T—a
se para todo € > 0 existe § > 0 tal que d(f(z),L) < ese 0 < d(z,a) <.
Propriedades 1.3.1. 1. O limite se existe é inico. (unicidade)

2. Se f e g, fungoes de R™ em R™ sao tais que lim f(z) = A e lim g(z) = B, entao :
Tr—a Tr—a

(a) lim (f +g)(z) = A+ B (regra da adigdo ).

T—a

(b) lim (f(z),g(x)) = (A, B); em particular, caso m = 1, lim f(x)g(z) = AB (regra do

T—a r—a

produto).
. / A .
(c) casom =1e B # 0 entao hin =) (z) = 5 (regra do quociente).
r—a g
(d) caso m =1, 1i_r>n fl@)"=A"neN.
(e) casom =1, h;n ¢/ f(x) = VA se p é impar ou se p é par e A > 0.
©) lim (/@) = A

Valem também o teorema do sanduiche e suas consqu%éncias:
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1
Exemplo 1.3.1. Calcule lim (2% 4 3?)sen <> .
(z,y)—(0,0) xy

1
Solucao : sen (> é limitada e além disso, lim (2% 4+ 3?) = 0. Portanto,
Ty (z,y)—(0,0)

1
lim (2% + y?)sen <> = 0.

(z,9)—(0,0) Ty
Note que a definicdo acima pode ser reescrita como:

Definicao 1.3.2. (reescrita) A fungao f tem limite L quando z tende para a, e escrevemos
lim f(z) = L ou, equivalentemente, f(x) — L quando z — a, se para toda bola aberta de
r—a

raio € > 0 em torno de L, existe uma bola aberta de raio § > 0 tal que se x € Bs(a) — {a}, entao

f(z) € Be(L).

Assim, fazer x se aproximar de a, significa que = se aproxima de a segundo qualquer direcao .

332

Exemplo 1.3.2. Calcule lim ———.
(2.9)—(0,0) % + y?
Solugdo : Note que lim z?>= lim z?+ y2 = 0. Tomando o limite na diregao y = 0,
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)
temos que
x? x?
lim ———=lim—=1lml1=1
(@y)=(00), y=0 T2 +y? 25022  2-0

Agora tomando o limite na diregdo x = 0, temos que

$2

lim ——— =1im0=0
(2,9)—(0,0), 2=0 2 +y2  y—0

Como o limite deve ser tnico se existir, esse limite ndo existe !!

Exemplo 1.3.3. Calcule lim o
(@y)—(0,0) #% +

Solucao : Tomando o limite na direcao y = 0, temos que

. Ty . 0
lim 5 5 = im — = 0
(z,9)—=(0,0), y=0 T= +y= 20T
Agora tomando o limite na direcao x = 0, temos que
x
im = lim0=0
(,9)—(0,0), z=0 T + Y y—0
Finalmente, tomando o limite na direcdo x = y, temos que
Ty . x2 1

hm _— hm -
(z.9)—(0,0), 2=0 2 +y2 0222 2

Como o limite deve ser Unico se existir, esse limite nao existe.
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22 — 2
Exemplo 1.3.4. Calcule lim ———=.
(2.9)=(00) (2 +y?)

Solugao : Tomando o limite na direcdo x = 0, temos que
ay(z® —y®) . 0

lim > =1lim— =0
(z,9)—(0,0), z=0 (22 + y?)? y30 /2

Tomando o limite na direcao y = 0, temos que

2 .9
im V), O
(z.9)—(0,0), y=0 (22 +y2)2 z2-0zx

Tomando o limite na direcao x = y, temos que

- ay(@® —y*) . 0
lim O 7Y ) fim — =0
(@,y)—=(0,0), =0 (22 +y?)*  2-0 224

Tomando o limite na direcao y = 2x, temos que

) zy(z? — y?) . =32t -3
lim 29— lim —/ 0 =
(@,9)—(0,0), z=0 (22 + y?)? z—0 25z 25

Logo esse limite nao existe.

2

Exemplo 1.3.5. Calcule lim Lﬁl.
(@y)—(00) 22 +y

Solucao : Tomando o limite na direcao x = 0, temos que

2 0
(z,y)—(0,0), 2=0 T= + Yy y—=0y
Tomando o limite na direcdo = = y2, temos que
zy? B yt 1

(z,y)—(0,0), z=y2 T° + Y z—0 2y 2

Assim, esse limite nao existe.

Os exemplos anteriores ilustram que geralmente é facil mostrar que um limite nao existe. Para
mostrar que existe pode ser mais dificil. Veja:

4
Exemplo 1.3.6. Mostre que  lim % =0
(z,y)—(0,0) T2 + ¥y
4
x
Solucdo : 0 < 22 < 22 4 ¢, logo, 0 < < 22. Assim,
G <z’ < y*, logo, 0 < 55 <
4
0< lim —" < lim a*=0

1 2 .2 =
(z,y)—(0,0) T2 + ¥y (z,9)—(0,0)

1,4

Portanto, lim 0.

() (00) 22 + 52
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$3y

lim ——Y -
(2.9)=(00) z* + 2

Solugdo: 0 < a* <a*+9%logo 0 <22 < /ot 492, 0<y?2 <2t +y?logo 0 < |y| < /ot + y2
Assim,

Exemplo 1.3.7. Mostre que

|23y | z? ly |

0< lim —/—F—< Ilim
T (@)—=00) 22+ Y2 T (@y)—00) /2t +y2 [zt + 92

|z|=0.

. Yz
lim —_— =

(@.5,2)—=(0,0,0) 22 + y? + 22

Solucdo : 0 < 22 < 22 + 9% + 22, logo, 0 < |z | < /2292 + 22. Da mesma forma, 0 < |y| <

V22 +22 e 0 < | 2] < \/a2y? + 22 Assim,

3
(x/x2+y2+z2)
0<  um  —EL oy =  lim 22+ 2 +22=0.

(@,9,2)=(0,00) T2 + Y2 + 22 T (2,4,2)2(0,00) T2+ Y2+ 22 (25,2)=(0,0,0)

Exemplo 1.3.8. Mostre que

, Yz
Como —|a| <a<]|al, lim e =
(z,9,2)—(0,0,0) T + y* + 2

Definicao 1.3.3. f:R"™ — R™ tem limite infinito quando = tende para a e escrevemos

lim f(z) = 00 ou, f(x) — o0

se para todo N > 0 existe § > 0 tal que [|f(z)|| > N se 0 < ||z —af| <.

Exemplo 1.3.9. Mostre que (a:,y%igio,o) m =
Solugao : Para todo N > 0, existe § = v/N tal que se ||(z,y)|| <9, i.e., /22 +y2 < §, entdo

1
$‘2+y2 62

1/ (2, )

Portanto, lim ————= =
(2.y)—(0,0) T2 + y?

Definicao 1.3.4. f:R" — R™ tem limite L quando x tende para infinito e escrevemos

lim f(z) =L ou, f(x) — L quando x — oo

T—r00

se para todo € > 0 existe N > 0 tal que || f(z) — L|| < € se ||z]| > N.

1
Exemplo 1.3.10. Mostre que lim ——5 =0
l(@y)l|—o0 = + Y
1 1
Solugao : % + y? > 2?2 + 42 para [|z|| > 1. Assim, Ry <3 e para ||z|| > 1. Logo,
1
< lim ———~=0.

lim ———
@) =0 2t + Y2 7 ||(@y)|—o0 22 + y?

(note que esse é um limite de uma varidvel!)
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Exercicio 1.3.1. 1. Calcule, quando existirem, os limites abaixo:

a) lim x4y b lim sen(zy) c) lim
(2,5)—(0,0) (2,y)—(0,0) z, ) (2,9)—=(0,0) T +2?J
— -2 1
d) lim S e) lim rrytz f) lim x v

(2,9)—=(0,0) 22 + 12 (2,9,2)=(0,00) 24 + y2 + 23 T(@y)-1,1) 22 —y? — 2z + 2y
_ 1 — cos(zy — 2x)
lim

(,y)—(0,2) (y —2)2

1.4 Continuidade

Lembre da definiag de continuidade em um ponto para funcées de uma varidvel:

Definicao 1.4.1. Continuidade em um ponto
A funcao f: D C R — R é continua em a € D, se lim f(x) = f(a). A funcéo f é descontinua
Tr—a

ema € D se lim f(z) # f(a) ou se nao existe o limite lim f(z).
r—a T—ra

A mesma definigdo vale para fungées f : D C R® — R™ Il Observe que neste caso, estd
implicito na defini¢ao que a é um ponto interior do dominio de f. Uma outra maneira de escrever
essa definicao é:

Definicao 1.4.2. Continuidade em um ponto (reescrita)
A fungao f é continua em a, se para toda bola aberta de raio ¢ > 0 em torno de f(a), existe
uma bola aberta de raio 6 > 0 tal que se x € Bs(a), entao f(x) € Be(f(a)).

Propriedades 1.4.1.
1.Se f: Dy CR" — R™eg: Dy C R" — R™ sao continuas em a entao as fungoes f+g, f—g¢
e (f,g) : D1 N Dy — R também sdo continuas em a. Em particular, para m = 1, a fungao

fg: D1 N Dy — R também é continua em a. Além disso, caso m =1 e g(a) # 0, = também é
g

continua em a.

2. Sef:D1CR”—>Rmeg:D2CRm—>Rkséocont1'nuasema€D1ebeDgcom

f(a) =b, entdo go f: {x € D; C R"; f(x) € Dy} — R* ¢ continua em a.

Para funcgoes reais de uma varidvel, era comum estudarmos limites e continuidade a direita e a
esquerda. Isso nao faz sentido para fungées f : D; C R™ — R para n > 1. Entretanto, neste
caso, podemos estudar continuidade em pontos do bordo.

Definigao 1.4.3. Continuidade em pontos de bordo
A funcao f: D C R®" — R™ ¢ continua em a € 9D, se lim f(x) = f(a).

r—a,x€int(D)

Definicao 1.4.4. Continuidade
A fungéo f: D C R® — R™ ¢ continua se é continua em todos os pontos de D.

Propriedades 1.4.2.
1. Sef: D1 CR" — R™eg: Dy C R" — R™ sao continuas entao as fungoes f +g,f — g
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e (f,g) : D1 N Dy — R também sao continuas. Em particular, para m = 1, a fungao fg :
Dy N Dy — R também é continua. Além disso, caso m = 1 e g(x) # 0, para todo z, f/g
também é continua.
2. Sef: Dy CR* — R™eg: Dy C R" — R sdo continuas e f(D;) C Ds, entdo
go f: Dy — RF ¢ continua.

Dy CR® — Dy CR™ — RF

v f(2)
y — g(y)

Aplicagao 1.4.1.
1. Polinomios sao continuos.
2. Fungoes racionais f : R™ — {zeros do denominador de f} — R sao continuas.

- 3 (@,y) #(0,0
Exemplo 1.4.1. Estude a continuidade de f(z,y) = { ¥* +¥? (z.9) # (0.0) .

0; (z,y) =0

Solugao : Para (x,y) # (0,0), f é continua pois é racional. Para (z,y) = (0,0), vamos estudar

Ty

o limite  lim  ——— Tomando o limite na dire¢ao x = y, temos que
(z,9)—(0,0) T+ Y

Ty . 2 1

(z,y)—(0,0) T2 + Y z—0 2 2
Fazendo agora o limite na direcao x = 0, temos que

. Ty . 0
lim —~2 — =lim — =0.
(z,)—(0,0) T2 + 92 y—=0 32

Assim, o limite nao existe e portanto f é descontinua em (z,y) = (0,0).
Exemplo 1.4.2. (exemplo 1.3.1 revisitado) Estude a continuidade de

) = (2% + y?) sen <$1y) xy #0 ‘
0; (z,y) = (0,0)
Solucao : Note que a fungao sen () é continua pois é a composta de duas fungoes continuas.
Veja o diagrama: Y
R? — {(z,y);zy # 0} — R — R
(z,y) — Ty
t — sen(t)
Assim, para (x,y) # (0,0), f é continua pois é o produto de um polinémio por uma fungao
continua. Além disso, lim )(932 + 9/?) sen (331y> =0, e logo, f é continua em (z,y) = (0,0).

(z,y)—(0,0
Portanto, f é continua.
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Exemplo 1.4.3. (exemplo 1.3.7 revisitado) Estude a continuidade de
3

Yy
——— (z, 0,0
flay) = 7T 47 (z,y) # (0,0)
0; (z,y) = (0,0)
3
Solucao : a funcao el (x,y) # (0,0) é racional sem pdlos portanto continua. Além disso,
L Yy

l'3y
11m
(2,9)—(0,0) T+ + 12

=0 e logo f é continua em (z,y) = (0,0). Portanto, f é continua.

Exemplo 1.4.4. Seja f : [0,00) x [0,27) — R? dada por f(r,0) = (rcos(6),rsen(f)) e
g:R—{0} xR — R, g(z,y) = Y0 que vocé pode dizer sobre go f7
x

Solugao :

g:(0,00) x[0,21) — R
(r,0) — g(rcos (0),rsen(f)) = tan (0)

Como f e g sao continuas, g o f é continua.

Exemplo 1.4.5. (exemplo 1.3.6 revisitado) Obtenha, se possivel, a extensao continua da funcao

4
x
[z, y) = W
4
Solucéo : f é continua, pois é racional. Além disso, como  lim % = 0 (veja o exemplo
(z,9)—(0,0) 2 + Y
T
= ——; 0,0
3.2.3), f possui extensao continua, F(z,y) = f(@:y) 22 + y?’ (z,9) #(0,0) )
0; (z,y) =0

Exercicio 1.4.1. Em cada caso, descreva o subconjunto do R? no qual a funcéo é continua:

2
sty Y (@) #(0,0)
Ty 0; (z,y) =0

a) flw,y) = b) fla,y) =a® + 2 +ay o) fla,y) =3 22 +2

Exercicio 1.4.2. Em cada caso, descreva o subconjunto do R? no qual a funcéo é continua:

sen(zy) + cos(xy)
a) f(.%,y,Z) - :c2+y2+z2—4 b) f(x7y72) - \/2_1.2 _y2 — 22

Exercicio 1.4.3. A funcdo f; f(x,y) = |z +y — 1| é continua em R?? Justifique.

2 4y? 2?24y? <4

Exercicio 1.4.4. Idem para f(x,y) =
para f(z,y) {4; g 4
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1.5 Respostas aos Exercicios

Secao 2.2
a) 0
d) A
g) 1/2

Secao 2.3

la) x #y
2a) 22 +y? + 22 £ 4

4) f =goh, onde h(x,y)—x2+y26g(t)—{

é.

1b) R?
2b) 22 +y* + 2% < 2

t; t<4
4, t>14

1c) R?2 — {(0,0)}

3) Sim: é composta de continuas

. Como g e h sao continuas, f também



Capitulo 2

Derivadas

2.1 derivadas Parciais

Considere f : R®™ — R. Queremos estudar a variagdo de f com apenas uma de suas varidveis.
Isto é: o dominio de f é um conjunto de pontos da forma (z1,x2,...,z,) com cada um dos x;
variando independentemente. Podemos entretanto fixar x1, xo, ..., T;—1, T;+1, -- ., Tn € deixar
apenas uma das varidveis, x;, variar. Neste caso f depende apenas da varidvel x; e é possivel
portanto deriva—la em relacdo a x;. Formalmente definimos:

Definicao 2.1.1. A derivada parcial de f(z1,z2,...,2,) em relagdo a varidvel z; em um ponto
Xo = (1%, 22°, ..., 2% ..., 2,%) é definida como:
0 .0 0 0 0 .0 0 0
lim flx® 2 ooy + hy oo xy”) — flaY,z®, oo x, o aY) (2.1)
h—0

ou, se H =(0,0,...,h,...,0),

lim f(Xo+ H) — f(Xo)
h—0 h

(2.2)

Considere, por exemplo, f(z1,x2,73) = z1+223% senzs. Se fixarmos x1 = 1, x9 = 7/2, nossa
funcao serd f(x3) = 1+ 2232 e evidentemente sua derivada (em relacio & x3) é 4x3. Portanto,
em Xy = (1,7/2,2) temos que a derivada parcial de f em relagdo a x3 , em Xy é 8.

Notacao Existem notacoes diversas para derivada parcial de f na varidvel x; em um ponto
Xp; indicaremos algumas:

Bagi(XO); fmi(XO); szf(XO) fz(XO)

Defina a fungdo f(z,y) = exp(—xy?), (z,y) € [~1,1] x [-1,1]. A figura 2.1, apresenta o
grafico da funcdo . Se fixarmos z = 1/2, e deixarmos y variar, veremos uma curva (indicada
na figura), contida no plano x = 1/2, parametrizada por (1/2,y,e>§p(—1/2y2)), ye[-1,1. A
derivada parcial de f em relacdo & y em um ponto{ Xo=(1/2,y) é %(Xo) = —y2exp (—1/2y?).
Tomando, em particular, y = 1/2, concluimos que %(Xo) = —(1/2)%exp (—1/2(1/2)?). Observe
que a curva (1/2,y,exp (—1/2y?)) esta contida no plano x = 1/2. Neste plano, ela é grafico

24
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Figura 2.1: Gréfico de f(z,y) = exp(—xzy?)

de uma funcio z(y) = exp(—1/2y%) e 2'(y) = %(Xo) = —y%exp(—1/2y?). Em particular,
2(1/2) = —(1/2)%exp (—1/2(1/2)?). De acordo com nossos conhecimentos de calculo de uma,
varidvel, z/(1/2) é o coeficiente angular da reta contida no plano z = 1/2 e tangente a curva em
(1/2,1/2,exp (—1/2(1/2)?). Um raciocinio andlogo pode ser feito, fixando y = 1/2 e deixando x
variar, para se obter o coeficiente angular da reta tangente a curva (z,1/2, exp (—zy?)), contida
no plano y = 1/2, no ponto (1/2,1/2,exp (—1/2(1/2)?), também representada na figura 2.1.

Exercicio 2.1.1. Marcelinho - amigo intelectual de Pedrinho - leu a explicacao acima e nao
entendeu. Considerou que, como cada uma das curvas mencionadas esta contida em R3, ndo se
devia falar em ”coeficiente angular”de reta tangente. Afinal, o que é o ”coeficiente angular”de
uma reta de R3? Marcelinho tem razao? Esclareca a divida de Marcelinho.

Exercicio 2.1.2. Encontre dois vetores que geram o plano tangente ao grafico de f(z,y) =
exp (—ry?) no ponto (1/2,1/2,exp (—1/2(1/2)?). Determine a equaciao do plano. Generalize
para um ponto Xy qualquer.

Exercicio 2.1.3. Dada uma fungao z = f(x,y), obtenha a equagao do plano tangente ao grafico
de f em um ponto Xy qualquer.

Exercicio 2.1.4. Esboce o grafico de alguma funcao tal que para algum ponto Xo = (xg,yo)
de seu dominio, existe a derivada parcial em x, mas nao em y.

Exercicio 2.1.5. Esboce o grifico de alguma funcao tal que em algum ponto Xy = (xg,yo)
de seu dominio, nenhuma das derivadas parciais existe, mas a funcao é continua em todo o seu
dominio.

Exercicio 2.1.6. Para cada uma das fungoes a seguir, faca:
a) Calcule cada uma das derivadas parciais em um ponto genérico Xo;

b) quando fizer sentido, calcule a equagao do plano tangente ao grafico no ponto Xy dado:
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a) f(z,y) = 2?In(zy), Xo=(1,1) b) f(z,y) = 3z +5sen(2y — z), Xo = (m,m)
o) flz,y) = 22+y° d) flz,y) = 22-3y

6) f(:!:,y) = (:C - yz)’ Xo= (27 1) f) f(‘/L‘a Y, Z) = (‘Tsen(yz))

g) f(ﬂ?,y,Z) = Yy h) f(:v,y) = (Qy% '7:2?/

Z) f(xvy) = 7y, Xo = (07 3) ]) f(xa y) = ety

k) flzy) = 2%+ 2y ) flay) =y

A exemplo do cédlculo de uma varidvel também podemos derivar funcées de mais de uma
variavel muitas vezes, definindo as derivadas de ordem superior. E possivel derivar a fungao
duas vezes em x e diremos que temos a derivada segunda em relacao a x. Por exemplo, se
f(x,y,2) = 2% exp(zy), derivando em z uma vez, teremos f, = 2z exp(yz). Derivando de novo
em z, teremos fxrx = 2expyz, ¢ a derivada segunda em z. Derivando fzx em relacao a y
obtemos fr;y = 2z expyz que é uma derivada parcial mista de ordem 3.

Notagao Existem notagoes diversas para as derivadas parciais de ordem superior de
f-Indicaremos algumas:

2
8L(X0); fow(X0)i D%, f(Xo) fiu(Xo).
denotam derivadas parciais de segunda ordem na variavel x;.

aij’;j(Xo); fujus(X0); D0, f(Xo)  fii(Xo)-

Denotam o resultado da derivagao primeiro por x; e depois por ;.

Exercicio 2.1.7. Para cada uma das funcoes descritas, calcule cada uma das derivadas pedidas.
a) f(z,y,2) = 2°In(z+y) b) f(x,y,z) = 3z+bsen(2yz —x)*
o) fley,z) = arctg(a®+y?) d) flz,y,2) = exp(2z—3y)

Calcule:
*f Pf Pf & f
Oxdy’ 0xdz’ 0%x0y’ 0Oxdydz

Exercicio 2.1.8. Dado w = 2%y + y%z + 22z, mostre: ‘37;’+8y+az—(:v+y—|—z)2.

fray f2zx

Exercicio 2.1.9. Calcule todas as derivadas parciais de f(z,y, z) = Inztg(y) no ponto (3, 7/4).
Exercicio 2.1.10. para a fungdo z = f52+y2 eldt, calcule z,(1,2) e z(1,2).
Exercicio 2.1.11. Determine as derivadas parciais de:
a)f(x,y):ffcos t)ydt b)f fy —t2
Exercicio 2.1.12. Mostre que se z = ln\/m entao rz; +yzy = 1.
Exercicio 2.1.13. Dada:

_ [ se (m) £ 0,0)
f(:x,y)—{ 0 v se (x,y) = (0,0)

Mostre que em (0, 0), —f 95 — .
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2.2 Lembrando Calculo I

Considere uma fung¢ao f(x) com dominio e contradominio real. fixe um ponto z¢ no dominio de
f e suponha que se queira aproximar esta fungao em vizinhanca de xy por um polinémio de
grau 1. Isto é, queremos determinar a e b constantes tais que:

flzo+h) ~a(zg+h)+b (2.3)

onde =~ se 1é como aproximadamente igual. de fato, queremos que a equagao (2.3) seja tao mais
verdadeira quanto mais proximo xg + h estiver de zg. Isto é, gostariamos de obter a e b tal que
se h esta préximo de 0, a diferenga entre f(zo+h) e a(zo+h)+b é muito pequena. reescrevemos
entao o problema como sendo: obtenha a e b tal que:

f(xo+h) =a(zog+ h) + b+ erro(h) (2.4)

e limy,_,gerro(h) = 0.

E bastante razosvel que a proximagao que procuramos seja exata em xg, de modo que
impomos também que erro(0) = 0, ou seja f(xg) = axg + b.

Escrevemos entao o problema: Dado zg fixo no dominio de f, procuro a e b constantes tais
que:

f(zo+h) =alxg+ h) + b+ erro(h) (2.5)
erro(0) =0 (2.6)
llzii% erro(h) =0 (2.7)

Substituindo (2.6) em (2.5) escrevemos:
f(zo) = axg+b=b= f(xg) — axg (2.8)

e portanto, conhecido a sabemos determinar b. Substituindo o valor de b em (2.5), (2.6) e (2.7)
vem:

f(xo+ h) =a(xo+ h) + f(xo) — axg + erro(h) (2.9)
erro(0) =0 (2.10)
}llig(l) erro(h) =0 (2.11)

As equagOes podem ser reescritas:

f(xo+ h) — f(xg) = ah + erro(h) (2.12)
}Ilii% erro(h) =0 (2.13)

E evidente que quando h tende a zero, o lado direito de (2.12) também tende a zero, o que
implica que, se a nossa aproximagao tem alguma chance de existir, f deve ser continua em xg.
Além disso, se ah tende a zero mais réapido que erro(h), teremos que em vizinhanga de xo,
f(xo+h) — f(xo) serd aproximada por erro(h) e ndao por ah como gostariamos. Por esta razao,
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acrescentamos a nossa formula¢do do problema a exigéncia de que erro(h) deve tender a zero
. L, . . PP , . . e’r”ro(h)_ e g

mais rdpido que ah e uma maneira de exigir isto ¢ impor que limy o —,— = 0. Dividindo os

dois lados de (2.12) por h vem:

f(@o+h) — flzo)  erro(h)
Y =a+ N (2.14)
._erro(h)
fim = =0 219

Tomando o limite quando h — 0 dos dois lados (2.14) obtemos:

O bserve que a equagao (2.16) descreve o que provavelmente vocé estd acostumado a definir
como derivada da funcao f em xg. Observe ainda, que o polindémio ax 4+ b que aproxima f em
vizinhanga de z( existe se e s se f é diferenciavel em xg e neste caso, a é a derivada de f em x.
Chegamos a expressao (2.16) procurando uma aproximacgao para a fun¢ao por um polinémio de
grau 1. De fato poderiamos formalizar nosso raciocinio redefinindo a derivada de f em z( assim:

Definicao 2.2.1. Dizemos que uma funcao f é diferenciavel em x( se e sémente se existe um
valor a tal que

f(xo+ h) = f(xo) + ah + erro(h) (2.17)
._erro(h)
lim ——2= = 0 (2.18)

e neste caso, a ¢é dito a derivada de f em x.

2.3 Funcoes vetoriais de varias variaveis
Considere agora:

F: R™ — R™
(1,22, s xn) = ([, fn)

. Queremos definir o conceito de derivada para a funcao F'. A generalizagao imediata da defini¢ao
(2.2.1) nos levaria em principio a escrever que estamos procurando uma aproximagao de grau 1
para a funcao F' na vizinhanca de um ponto x¢ determinado. Observe que o ponto deve pertencer
ao dominio da fungao , que neste caso é R". Neste texto vamos convencionar que vetores serao
designados por letras maiusculas e nimeros reais por mindsculas. fixamos entdo Xy em R™ e
tentamos escrever: F(Xo + h) ~ a(Xo + h) + b. Como a fungdo F s6 pode ser avaliada em
valores com n coordenadas, observamos que Xy + h deve ser um vetor e portanto, h deve ter n
coordenadas. Consideramos entdao H = (hy, ha, ..., hy,) e escrevemos: F(Xo+H) ~ a(Xo+H)+0.

(2.19)

Exercicio 2.3.1. Escolha X; em R? ou R? e faca um esboco de X + H para vérios valores de
H. Observe que quando H varia, Xg + H varia em torno de Xj.
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Em analogia ao raciocinio anterior podemos escrever que queremos determinar a e b tais que:
F(Xo+H)=a(Xo+H)+b+erro(H)

Exercicio 2.3.2. 1. Naexpressao F(Xo+H) = a(Xo+H )+b+erro(H) quantas coordenadas
tem o lado esquerdo?

2. Que tipo de objetos (vetores? nidmeros? matrizes ?7) devem ser a, b e erro para que a
expressao tenha sentido?

No exercicio anterior, observamos que F(Xy+ H) tem m coordenadas e assim, a(Xo+ H) +
b+erro(H) também deve ter m coordenadas para que a igualdade faga sentido. Isto implica que
cada um dos termos a(Xo+H), b e erro(H) também deve ter m coordenadas. Concluimos entao
que b deve ser um vetor de R™, erro(H) é uma func¢ao com imagem em R e n varidveis. No caso
de a(Xy + H) verificamos que alguma coisa multiplicada por um vetor de n coordenadas deve
produzir um vetor de m coordenadas. Logo concluimos que a é uma matriz m xn. Reescrevemos
entao o nosso problema como: detrminar A e B, A € M,,xn, B € R tal que

F(Xo+H)=AXo+ AH + B +erro(H) (2.20)

Como no caso de uma varidvel vamos impor que o erro seja zero quando H = (0,...,0) e
portanto, F(Xo) = AXo+ B = F(Xy) — AXo = B e reescrevemos a equagao (2.20) como:

F(Xo+H) = AXo+ AH + F(X,) — AXo + erro(H)
= (2.21)
F(Xo+H) = F(Xo)+ AH +erro(H)

finalmente, observamos que o erro deve ir a zero mais rapido que a nossa aproximacao quando
H se aproxima de (0,0,...0) e acrescentamos a condigao de que :

erro(H)

im ——==90 2.22
s ] (2:22)

Definicao 2.3.1. Dizemos que a funcao F' é diferencidvel (derivavel) em um ponto X se existe
uma matriz A que satisfaz (2.21) e (2.22). Neste caso A é dita a diferencial de F' em Xy . A
funcao :

DF: R — Myxn

X — DF(X) (2.23)

¢é dita a derivada de F'.

Exercicio 2.3.3. Considere F(z,y,z) = (22 — y,3z + 2z, —y + z). Obtenha a diferencial de F'
em Xo = (1,7,3).

A definicao 2.3.1 é pouco operacional. No caso de fungoes reais de uma unica varidvel, como
foi visto, a equagao anéloga a (2.21) é dividida por h e conseguimos obter a derivada como um
determinado limite. No caso vetorial, evidentemente nao faz sentido dividir por um vetor H e
precisamos encontrar outra forma A ‘para calcular a derivada.
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Em primeiro lugar, observe que: F(Xo+ H) = F(Xo) + AH + erro(H) é uma equagao que
iguala dois vetores de R™. Escrevendo cada linha da equacao temos:

f1 (XO + H) = fl(Xo) +ai1hy + a1’2h2 =+ ...CLthn + 67“7“01(H)

fQ(XO + H) = fQ(Xo) +as1hy + a272h2 + ...a27nhn + €T7’02(H)

....................... = s (2.24)
fm(Xo+ H) = fm(Xo0) + amih1 + am2he + ...amnh + erroy,(H)

. erro;(H)

limy -0 - = 0

Exercicio 2.3.4. Seja F(z,y,2) = (#2 —y?, zyz, sen(z+x)). Desenvolva as igualdades descritas
em 2.24 para este exemplo particular.

Observe que podemos pensar no problema de determinar cada uma das linhas de forma
independente. Isto é, determinar valores de a;j que tornem a primeira equacao de 2.24 ver-
dadeira ¢ um problema independente de determinar valores de a;; que tornem outra linha de
2.24 verdadeira. De fato entao, conseguimos reduzir o problema a considerar fungoes com con-
tradominio real apenas. Isto é, dada f; : R® — R, queremos determinar coeficientes aij que
tornem verdadeiras as equacoes :

fi(Xo+ H) = fi(Xo) + anhi + ai2h2 + ...a; nhy, + erro;(H) (2.25)
erro;(H)

im ————= =0 2.26

IHl—0 || H|] (2:26)

As igualdades devem ser verdadeiras para quaisquer valores de H e em particular podemos
escolher H = (0,0, ..., h;,0...) e reescrever:

fi(29, 29, ..., $? +hjy ) = fi(2), 29, ..., 9:?, Q) + ajjh; + erro;(H) (2.27)
i(H
lim &7 _ (2.28)
hj*)O ’ h] ‘

— (20 .0 0 .0
onde Xo = (27, 23, ..., T, .2y,

Dividindo os dois lados de (2.27) por h; e tomando o limite quando h; — 0 escrevemos:

0 .0 0 0 0 ,.0 0 0
(23,25, ...,x7 + h;,..x)) — fi(zh, x5, ..., 27, ..x
li fl( 1>%2 7 J n) fl( 1»%2 7 n) — 1 (229)
hj_>0 h] h]-—>0
e portanto:
0 ,.0 0 0 0 .0 0 0
(23, zo,...,x7 + hi,..x) — fi(xi, xq,...,27, ..
ay = li fl( 1»%2 J J n) fl( 1>%2 J n) (230)
hj-)O hj

e concluimos que a;; ¢ a j-ésima derivada parcial da i-ésima funcao coordenada de f. Portanto
a matriz A procurada é:

o) ) 9 ()
.......... 8m 5 m... o
e (Xo) i (Xo) g (Xo)
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Exercicio 2.3.5. Para cada uma das fungoes abaixo calcule a derivada no ponto Xy dado:

flz,y) = 2®+4sinzy Xo= (11/4,2)

flzy,2) = (x—y,x+2) Xo=(2"y",2")

f(z) = (x,2% cosz) Xog=2

flz,y,z,w) = (Inzy,z—vy,2°w) Xo=(1,2,-1,3)

Observacao : Uma condigao suficiente para a existéncia da derivada em X é que todas as
derivadas parciais existam e sejam continuas em Xj.

Exercicio 2.3.6. Determine os pontos em que as fungdes definidas a seguir sao diferencidveis.
o) f(x,y) = Va2 +¢? b)f(w,y) =l(l—z—y) o fey=e=V

Exercicio 2.3.7. Mostre que:

B mg‘”?;Z se (z,y) # (0,0)
f(x,y)—{ ()+ se (v,y) = (0,0)

tem derivadas parciais em (0,0), mas nao é diferenciavel ai.

Exercicio 2.3.8. Dada a fungao :

4

- 123772 se (z,y) # (0,0)
f(z,y) = { 0 v se (z,y) =(0,0)

Mostre que f ¢é diferencidavel em todo o seu dominio.

Todo o texto anterior foi escrito para que pudéssemos escrever
F(Xo+ H) ~ F(Xy)+ DF(Xo)H (2.32)

O lado esquerdo de (2.32) é a funcdo F' em vizinhanca de Xj. O lado direito descreve uma
fungao afim (transformagao linear mais constante). Esté expressa, portanto uma comparagao
entre duas fungoes , que, de acordo com (2.32) devem ser ”préximas”. Isto é, a diferenga entre
as duas é um vetor de norma pequena. Denote por L(H) = F(Xy) + D f(Xo)H.

Exercicio 2.3.9. Suponha que f é uma fungao real com contradominio real. Esboce um grafico
qualquer para f. Fixe xg no dominio de f. Para este valor de xg, no mesmo espaco que voceé
esbogou o gréfico, esboce o grafico de L(H).

Exercicio 2.3.10. Considere f(t) = (¢,1/t), t > 0. Esboce a imagem de f. Escolha t; = 2.
Observe que Df(2) = (1,—1/4). Assim, L(H) = (2,1/2) + (1,—1/4)H. Esboce a imagem de L
e compare com a imagem de f. Esboce os graficos de L e f e compare.
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Exercicio 2.3.11. Para cada uma das fungoes abaixo, faga:
a) Esboce a imagem de f e se possivel o grafico de f.
b) Para um valor arbitrario tg, esboce a imagem de L(H) e se possivel o seu grafico.

a) f(t) = (2t,4)  teR b) f(t) = (2t teR
c) f(t) = (tsen(t)) teR d) f(t) = (t2,2t%) teR
e) f(t) = (2t 4t,3t) teR f) f(t) = (sen()cos(t)) teR
g9) f(t) = (¢ht)  teR h) f(t) = (tIn(t),In’(t) teR

Os exercicios anteriores, se propoem a convencer vocé de que: Se ~(t) é uma curva pa-
rametrizada, entao D~(ty) é a diregao tangente a v em ~(tp). Se vocé nao achou esta
afirmacgao ébvia, converse com o seu professor.

Considere f : R? — R. Fixe Xo = (20, %0) no dominio de f. fixando yo e deixando x variar,
parametrizamos uma curva y(x) = (x,yo, f(x,y0)) contida no grafico de f. O vetor tangente a
esta curava é dado por v/(z) = (1,0, fz(x,y0)). Em particular, no ponto Xy, a dire¢ao tangente
ay é~(xg) = (1,0, fz(Xo)). Analogamente, fixando z( e deixando y variar, descrevemos uma
curva ((y) = (xo,y, f(zo,y)) contida no grafico de f com vetor tangente {'(y) = (0,1, f,(zo,y)).
Em particular, no ponto Xy, a diregao tangente & ¢ é: ('(yo) = (0,1, f,(Xo)). Observe que as
duas diregoes tangentes sao l.i. e estao contidas no plano tangente ao grafico de f (porqué?).
Assim, as duas diregoes geram um plano que é paralelo ao plano tangente ao grafico de f em
(Xo, f(Xo)) e portanto o vetor normal ao plano é dado por 7/(xg) x ¢'(yo) onde ” x”denota o
produto vetorial. fazendo a conta temos: 7'(zg) % ¢'(y0) = (—fz(Xo), —fy(X0), 1) e portanto o
plano tangente ao grafico de f em (X, f(Xp)), tem equacao :

—fz(Xo)(x — z0) — fy(Xo)(y —yo) + 2 — f(Xo) =0 (2.33)

Exercicio 2.3.12. Para cada uma das funcoes abaixo, calcule a equagao do plano tangente ao
grafico de f no ponto (Xo, f(Xo)).

a) flz,y) = cos(zy)  Xo=(n/3,7/2) b)f(z,y) = expa®+y Xo=(2,-1)
a) flz,y) = sec(x—y) Xo=(n/3,7/2) b)f(z,y) = (@*+2y") Xo=(2,-1)

2.4 O vetor gradiente.

Considere uma funcao f com dominio em R"™ e contradominio em R a derivada de f é a matriz

(%,%,~~ ,887];). Este (tnico), vetor linha desta matriz é chamado gradiente de f) e

usualmente denotado por Vf.

Exercicio 2.4.1. Para cada uma das fungoes abaixo, calcule V f no ponto Xy dado:

a) f(xay) = (x?,y) X0:(172) b) f(xvyv = \/ +Z XO— 17073)

2.5 A Regra da Cadeia

Seja F : R” - R™ e G : R¥ — R”, lembramos que se G é diferencidvel em X e F é diferencigvel
em Yy = G(Xp), entdo D(F o G)(Xo) = DF(Yy).G(Xo) onde ”.”denota o produto usual de

matrizes.
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Exercicio 2.5.1. Pedrinho queria escrever a regra da cadeia em uma prova. Escreveu: Seja
F:R* 5 R™e G :RF - R! lembramos que se G é diferencidavel em Xy e F' é diferencidvel em
Yy = G(Xy), entdo D(F o G)(Xy) = DF(Yp).G(Xp) onde "."denota o produto usual de matrizes.
Em que condicoes Pedrinho pode estar certo?

Exercicio 2.5.2. Pedrinho apagou a frase descrita no exercicio acima e tentou outra vez: Seja
F:R* 5 R™e G : RF¥ — R”, lembramos que se G é diferencidvel em X e F' é diferenciavel
em Yy = G(Xp), entdo D(F o G)(Xo) = DF(Xo).DG(Xp) onde "."denota o produto usual de
matrizes.

Exercicio 2.5.3. No enunciado da regra da cadeia, quantas linhas e quantas colunas tem cada
um das matrizes DF(Yp) e DG(Xp)? Quantas linhas e quantas colunas tem o seu produto?
De acordo com as dimensoes do dominio e Imagem da funcao F o G, quantas linhas e quantas
colunas deveria ter sua derivada ?

Exercicio 2.5.4. Pedrinho resolveu escrever a regra da cadeia de novo e escreveu: Seja F' :
R"” — R™ e G : RF — R"™, lembramos que se G é diferencidvel em X, e F é diferencivel
em Yy = G(Xp), entdo D(F o G)(Xo) = DG(Xo).DF(Yy) onde "."denota o produto usual de
matrizes. A professora de Pedrinho, sempre intransigente e malvadérrima, descontou 35 pontos
e disse que o erro estava na parte: D(F o G)(Xo) = DG(Xy).DF(Yy) pois o correto seria:
D(F o G)(Xy) = DF(Yy).DG(Xy) . Pedrinho achou aquilo pura perseguigao pois pensou que a
ordem dos fatores n3o altera o produto. Quem tem razao?

Exercicio 2.5.5. Considere as fungoes f(z,y) = (zvy, 2% +y,z — y) e g(u,v,w) = 2win(uv).
Seja h(s), s € R, uma fungao cuja imagem é um subconjunto dos reais. Considere H(x,y) =
hogo f(z,y).

e Para que valor(es) de s se deve conhecer h/(s) para que se possa calcular 0H/0x(1,3) ?
e Supondo que tal valor é 5, calcule 0H/0xz(1,3).

Exercicio 2.5.6. Sejam f(x,y) = €™, g(t) = cos(t), h(t) = sen(t). Defina f(t) = f(g,h).
Calcule f/(0).

Exercicio 2.5.7. Se u = 2™ f(£ + £ 4 2) = mu mostre que azg—g + y% + zg—;‘ = mu.
Exercicio 2.5.8. Sejam g e h fungoes diferencidveis e defina: f(r,s) = (g(r,s))""*). Assuma
que g(1,2) =2, h(1,2) = =2, g,(1,2) = —1, g5(1,2) = 3, h1(1,2) = 5 e ha(1,2) = 0. Encontre
fr e fs no ponto (1,2).

Exercicio 2.5.9. Seja w = f;’ et dt e suponha que = = rs* e y = rts. Calcule %—1;’ e %—1:.

Suponha que f é uma funcao com dominio em R” e imagem em R e seja y(t) = (z1(¢), z2(t), - -

uma curva contida no conjunto de nivel k de f. Fixe Xy = v(¢p) um ponto em ~(¢). A fungao
g(t) = foy(t) é uma fungao real de uma varidvel e é constante, igual a k, pois y(t) esta contida
no conjunto de nivel k£ de f. Concluimos entdao que ¢'(t) = 0 e em particular, ¢'(ty) = 0. Pela
regra da cadeia, podemos escrever:

g (to) = V f(Xo0).7 (to) (2.34)
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e portanto, Vf(Xg).7 (to) = 0. Se Vf(Xg) # (0,0,---,0) entdo Vf(Xp) é ortogonal a +/(tg).
Ja vimos que 7/(tg) é tangente & curva y(t) em v(tg) e como v é uma curva qualquer em um
conjunto de nivel de f, concluimos: O vetor gradiente é normal aos conjuntos de nivel.

Exercicio 2.5.10. Marcelinho, amigo intelectual de Pedrinho, achou a conclusdo acima mal
formulada. Fez as seguintes perguntas:

e O que quer dizer que "um vetor é normal & um conjunto”? De fato, sei o que quer dizer
um vetor ser normal & outro vetor ...

e O que quer dizer um ”vetor ser normal aos , conjuntos ”? E ortogonal a vérios conjuntos
ao mesmo tempo 7

Responda cuidadosamente as perguntas de Marcelinho.

Exercicio 2.5.11. Obtenha a equagao do plano tangente a superficie zcos(x) — yexpzryz = 1
em no ponto (27, 1,0).

Exercicio 2.5.12. Duas superficies, S1 e S se tam ao longo de uma curva diferencidvel . Sy
é grafico de uma funcdo z = f(z,y) e S2 é conjunto de nivel 3 de h(x,y,z). Para um ponto
genérico Xog = (xo,90,20) € 7, obtenha a equagdo da reta tangente a curva, em funcao das
derivadas parciais de f e h.

Suponha que S é uma superficie definida explicitamente por z = f(x,y) e que f é dife-
rencidvel. A funcao g(z,y,z) = z— f(x,y) define S implicitamente. Assim concluimos que Vg é
normal a S. Mas Vg = (—f, —fy, 1) e concluimos que o vetor normal ao grafico de f é dado por
(—fz,—fy,1) . Observe que esta conclusao nao é nova. Quando estudamos derivadas parciais ja
tinhamos chegado a este mesmo resultado.

Exercicio 2.5.13. As curvas definidas a seguir se interceptam no ponto (27, 7), formando um
angulo de 7/2.

v = {(z,y)tais que xy — sen(z — 2y) = 272}

72 = {(z,y)tais quey = f(z)}

Encontre um valor possivel para f'(m).
Quantas solugoes vocé encontra para este problema, ?
Resolva o mesmo problema supondo que o angulo é 7/6.

Exercicio 2.5.14. Seja f(x,y,z) uma funcao cujo gradiente é dado em todos os pontos por:
Vf(z,y,z)=(1,2,3). Esboce os conjuntos de nivel de f.

2.6 Derivadas direcionais

Dado um ponto Xy no dominio de uma funcdo f : R™ — R podemos pensar em calcular a
a variacao de f em alguma direcao . Isto é, imagine—se parado em Xy e suponha que vocé
decida dar um passo na diregao de um vetor unitdrio ( norma igual a 1) u. Se o seu passo tem
"tamanho”t, a variacao serd dada por f(Xo + tu) — f(Xp). O problema com essa expressao é
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que ela depende do tamanho do passo. Ou seja, passos grandes tendem a indicar uma variacao
grande e passos pequenos tendem a indicar uma variacao proxima de zero se a fungao for continua
(por qué?). Suponha, entretanto, que vocé quer responder a seguinte pergunta: dando passos
de tamanhos diferentes em vdrias dire¢oes , em qual delas a variagio de f serd maior (ou
menor)?. A medida correta para a variagao , serd entao: w Se quisermos ter uma
nogao de como f varia para passos muito pequenos (pequena variacdo no dominio), chegaremos
a expressao:

f(Xo + tu) — f(Xo)

t

e este valor, quando existe, é chamado derivada direcional de f em Xy na direcdo de u. A
notagao mais comum para derivada direcional é %(Xo). Formalmente definimos:

limy—o

Definicao 2.6.1. Define—se a derivada direcional de f : R” — R em um ponto X na direcao
do vetor unitario v como sendo:
daf

@(Xo) = limy_0

f(Xo +tu) — f(Xo)

; (2.35)

quando o limite existe e é finito

Exercicio 2.6.1. Dada f : R® — R e um ponto Xy, mostre que se v é o vetor cuja i—ésima

coordenada vale 1 e as outras valem 0, entao %(Xo) = %(XO).

A expressao (2.35) é pouco operacional e vamos tentar reescrevé-la. Pela definigao de deri-
vada, sabemos que se f é diferencidvel em X, entao, para valores pequenos de t escrevemos:

f(Xo +tu) = f(Xo) + Vf(Xo).u+ resto(tu) (2.36)

Substituindo em (2.35) temos:

d, . Xo) + Vf(Xg).u—+ resto(tu) — f(X
d{L(XO):llmt—mf( ) + V(o) " (fw) — /(Xo) (2.37)
Segue que:
sied df s V f(Xo).u+resto(tu)
@(XO) = limio P
— Lm0V f(Xo)-u + limy_o o) — (2.38)

e concluimos que se f é diferenciavel a derivada direcional de f na direcao de u é dada por

Exercicio 2.6.2. Para cada uma das funcgoes abaixo, calcule a derivada direcional na direcao

a) flz,y,2) = (?2-3y+2%), Xo=(1,2,-1), v=(1,1,1)
b) f(l':y) = Sen(xy2)7 Xo = (7T7 3/2)7 v = (_172)
¢) flz,y,z) = actglx—y+2), Xo=(3,2,-1), v=(1,0,1)
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Suponha que y(t) = (z1(t), z2(t), -+ ,zn(t)) é uma curva parametrizada no dominio de uma

funcao f : R™ — R. E natural nos perguntarmos qual seria a variacao de f ao longo da curva.
Como 7/(t) é o vetor tangente & curva, em cada ponto, o vetor unitdrio na dire¢ao da curva em
cad ponto pode ser tomado como % desde que +/(t) # (0,0,0,0,...)..Neste caso, a variagao
da fun¢ao ao longo da curva serd dada por V f (*y(t))”;::%
Exercicio 2.6.3. Sejam f e v como no paragrafo anterior. Observe que a funcao f o y(t) é
uma funcao real, de variavel real, que consiste na restricao da funcao f a curva . Calcule a
taxa de variacao desta fung@o pela regra da cadeia. Compare com a taxa de variagao obtida
anteriormente.

Seja f como no exercicio anterior e seja C um conjunto de nivel de f. Seja ~(t) uma curva
contida em C. E claro que f o ~(t), é funcao real de variavel real. Além disso, f o y(t) é uma
funcao constante pois a curva estd contida em um conjunto de nivel de f. Assim, pela teoria de
célculo de uma variavel % o~(t) =0. Mas %f oy(t) =0=Vf~H(t)=0= Vf(v(t));y,((? =0.
Esta equacao tem as seguintes interpretacées ébvias: primeiro, f ndo varia na direcao de v o
que é natural pois v estd contida em um conjunto de nivel de f; segundo, o gradiente de f é
ortogonal a v o que também ja sabemos.

Considere uma fungao f : R® — R diferenciavel e fixe Xy no dominio de f. Suponha que
Vf(Xo) # (0,0,---0). Seja u um vetor unitario. Sabemos que o produto Vf(Xp).u mede a
taxa de variacao de f na direcao de u. Gostariamos de nos perguntar em que diregao esta taxa
é maxima. Sabemos que Vf(Xo).u = ||V f]||ul]lcosd onde 6 é o angulo formado pelos vetores
gradiente e u. A variacdo serd maxima, portanto, quando cos(f) for igual a 1.

Exercicio 2.6.4. Mostre que o gradiente de uma funcdo aponta no sentido de crescimento
maximo da funcao . Qual o sentido de decrescimento maximo?

exercicios diversos

Exercicio 2.6.5. Seja w = 22 + y? — 22 onde x = psengcosf), y = psenpsend e z = pcosy.

ow OJw 0w
Calcule 900 op €00

Exercicio 2.6.6. Sejam x = 2u + 3v e y = u + ¢*. Considere uma funcio F de duas varidveis
e defina F(u,v) = f(z,y) onde f(6,4) = =3, f1(6,4) = 4 e f2(6,4) = —5. Calcule F,(3,0) e
F,(3,0).

Exercicio 2.6.7. Seja H(x,y,z) = \/L(z,y, 2) onde L(0,0,0) =9, L,(0,0,0) =5, L,(0,0,0) =
4eL,(0,0,0) =—3. Calcule H,, H, e H, em (0,0,0).

Exercicio 2.6.8. Seja F' a funcao que mede a distancia entre dois pontos de R™. Calcule a
derivada de F'.

Exercicio 2.6.9. Seja f(z,y,2) =z — e"sen(y) e P = (In(3),37/2,—-3). Ache:
a) Vf(P), b) a reta normal a superficie de nivel que contém P, c¢) O plano tangente a esta
superficie em P.



CAPITULO 2. DERIVADAS 37

Exercicio 2.6.10. Seja f(x,y,z) = z — e"sen(y) e P = (In(3),37/2,—3). Ache:
a) Vf(P), b) a reta normal a superficie de nivel que contém P, ¢) O plano tangente & esta
superficie em P.

Exercicio 2.6.11. Determine o plano tangente e a reta normal a superficie no ponto indicado:

a) P +ay+yPP+2+1=0 em P =(2,-3,4)
b) sen(zy)+sen(yz) +sen(rz) =1 em P =(1,7/2,0)

Exercicio 2.6.12. Determine a reta tangente a curva de intersecdo de z? 4+ v + 22 = 49 e
2?2 +9y? =13 em (3,2,6).

x

Wem

Exercicio 2.6.13. Determine a equagao do plano tangente ao gréfico de f(z,y) =
(3,—4,3/5).

Exercicio 2.6.14. Uma fun¢ao f(x,y) é dita harmonica se satisfaz a equagdo de Laplace:
Af = fzx + fyy = 0. Mostre que as funcoes a seguir sao harmonicas.

a) f(x,y) =In(a® +y?)
b) f(z,y) = e®sen(y) + e¥cos(x)
) flz,y) =arctg(y/z)

Exercicio 2.6.15. Mostre que U(z,t) = f(z — at) + g(z + at) onde a é constante e f e g sdo

. s . , ~ ~ 2 2
duas vezes diferencidveis é solucao da equacao : %TQ — anTl{ = 0.

Exercicio 2.6.16. Seja u(x,t) uma fungao que satisfaz o problema:

ut+9uz=O
uw(x,0) =23 +2

Calcule u(x,t) em um ponto (z,t) qualquer.

Exercicio 2.6.17. Seja g(u,v) = f(u+v,uwv), f diferencidvel, z = u+wv, y = uv. Calcule %(1, 1)
e %(1,1), sabendo que: f;(2,1) =3, f,(2,1) = =3, f22(2,1) =0, foy(2,1) = f(2,1) =1
efyy(Z, 1)=2

Exercicio 2.6.18. Verifique se a fungao f(x,y,z) = L

/$2+y2+22

satisfaz a equacao de Laplace
em 3 dimensoes: Af = fox + fyy+ foz =0.

ket g

Exercicio 2.6.19. Se a, b, ¢ e k sdo constantes mostre que w = (acos(cx) + bsen(cz))e " é

uma solugao da equagao do calor: wy = kwgg.

Exercicio 2.6.20. Se u e v sao fungoes de x e y e satisfazem as equagoes de Cauchy—Riemann,

: 4 Ou _ Ov  Ou _ _ Ov . . . ..
isto €, 5u = 3, € §, = — gy mostre que uyr + uyy = 0, se todas as derivadas parciais existirem

e forem continuas.

Exercicio 2.6.21. Suponha que f(z,t) satisfaz a equagao >f 295 onde ¢ # 0 é uma

otz — C oz
constante. Determine constantes m, n, p e ¢ para que g(u,v) = f(z,t) onde x = mu + nv e

_ ot = . Q%u
t = pu + qu, satisfaga a equagao : 5 -
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Exercicio 2.6.22. Suponha que z = u +v%, y = 3u — v?, e seja g(u,v) = f(z,y). Calcule
0%g/0v*(—1,2) sabendo que :

fo(-1,2) =1 fy(_172):€

foa(=1,2) = =2 fyy(_1>2> =0 fzy(_172) =3
fo(=3,7) =5 fy(_377):7T

f:m?(_?’v 7) = \/g fyy(_?’a 7) =4 fx,y(_3a 7) =-L

Exercicio 2.6.23. Pedrinho estudou cuidadosamente uma funcao f(x,y) e concluiu que:
a) Os conjuntos de nivel k de f sdo os circulos 22 + y? = k;
b) Vf(1,0) = (-2,0)
Critique as conclusées de Pedrinho.
Exercicio 2.6.24. Pedrinho reestudou a funcao e concluiu:
a) Os conjuntos de nivel k de f sdo os circulos 22 + y? = k;
b) V£(1,0) = (2,3)
Sera que Pedrinho ten razao?

Exercicio 2.6.25. Considere z = z(z,y), © = e"cos(v) e y = e"sen(v). Suponha que Vz = 0.

9%z 9%z
Calcule 302 —+ 2

Exercicio 2.6.26. Sendo f(z,y,2) = 22 — y? + 22, calcule a derivada direcional de f no ponto
(1,2,1) na diregao de u = (4, —2,4).

Exercicio 2.6.27. Uma fungao diferencidvel f(x,y) tem no ponto (1,1) derivada direcional
igual a 3 na direcao do vetor (3,4) e igual a —1 na diregao de (4, —3). Calcule Vf(1,1).

Exercicio 2.6.28. Pedrinho fez as afirmacoes a seguir. Critique.
e A derivada de uma funcéo é sempre tangente & funcao .
e Se uma funcdo parametriza uma curva entao V~ é normal a curva.
e O plano tangente ao grafico de uma fc é gerado pelas colunas de D f.
e Se C é conjunto de nivel de f entao em todo ponto de C a derivada de f é tangente.
e As derivadas parciais de f sempre medem a direcdo da reta tangente ao grafico de f.

e Sejam S e Sy superficies de nivel de, respectivamente, fi(x,y,z) e fa(x,y,z). Suponha
que S1 N Sq, define uma curva. Entao V f; e V f; sdo tangentes a curva em cada ponto.

e Considere duas superficies como no ftem anterior. V f; x V fy é tangente ‘a curva.

e Se f tem derivada direcional em qualquer direcao , entao f é diferenciavel.



CAPITULO 2. DERIVADAS 39

e Seja S o grafico de uma fungao z = f(z,y). Fixe Xg em S. O vetor (fz, fy)(Xo) € tangente
a alguma curva contida em S.

e Existe uma transformacao linear T': U — V', onde U e V sao espacos vetoriais de dimensao
finita tal que T nao é diferencidvel na origem.

e SeT:R"” - R"e L:R"™— R" sao transformagoes lineares cuja matriz na base canoénica
¢ dada respectivamente por M7 e M, a derivada de T'o L é M7.M  onde ”.”denota o
produto usual de matrizes.

2.7 Teorema da Fungao Implicita

Lembre que uma reta em R? pode ser dada:

(a) explicitamente (reta nao vertical) por uma equagao da forma y = ax + b, i.e., pelo grafico
de f: R —R, f(z) =ax+ 1

(b) implicitamente por uma equagao da forma ax + by = ¢, i.e., pela curva de nivel zero de
F(z,y),onde F: R? — R, F(z,y) =azx +by —ce

(c) parametricamente pelo conjunto {(at + b,bt + ¢),t € R}, i.e., pela imagem de f : R —
R, f(t) = (at + b, bt + c).
Da mesma forma, um cfrculo com centro em (0,0) (ou parte dele) em R? pode ser dado

(a) explicitamente por uma equagao da forma y = vr2 — x2, i.e., pelo grafico de f : R —

R, f(z) = Vr? — 22 (semicirculo);

b) implicitamente por uma equacao da forma z2 + % = r
(b) imp P quag y
F(z,y),onde F: R? — R, F(z,y) =22 +y> — 12 e

2 j.e., pela curva de nivel zero de

(c) parametricamente pelo conjunto {(rcost,rsent),0 < ¢t < 2w}, i.e., pela imagem de f :
[0,27] — R2, f(t) = (rcost, rsent).

Em R", podemos definir superficies de dimensao n como :
(a) gréficos de funcdes f: D € R"! — R: (representacio explicita);
(b) conjuntos de nivel de fungoes F': D C R — R (representacao implicita) ou
(c) imagem de funcoes f: D C R¥ — R™ k < n (representacio paramétrica).

Observe que as formas implicita e paramétrica, permitem definir superficies que sao im-
possiveis de definir explicitamente, e.g., um circulo em R?, uma esfera em R3.

Caso uma superficie S em R3 seja dada implicitamente por F' : D C R? — R, F(x,y,2) = 0,
e exista f : D C R? — R tal que F(z,v, f(x,y)) = 0, entdo dizemos que a equacio F(x,y,z) =
0 define z implicitamente em funcao de x e y. Nao é necessario que o grafico de f contenha todos
os pontos de S. Veja:
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Exemplo 2.7.1. Seja F(x,y,2) = 22+y?+22—1e S = {(,y,2) € R3; F(z,y, 2) = 0}. Note que
as fungoes f1(z,y) = /1 — 22 —y2 e fo(x,y) = —/1 — 22 — y? satisfazem F(x,y, fr(x,y)) = 0.
Assim, numa vizinhanga aberta de (0,0,1), fi; define explicitamente um subconjunto de S e
numa vizinhanga aberta de (0,0, —1), fo define explicitamente outro subconjunto de S. Logo, a
funcao f define z implicitamente como fungao de x e y.

Vamos entdo , dada a superficie dada por F : D1 C R?® — R, F(z) = 0, que define z
implicitamente como funcio de (z,y), via f : Dy C R® — R, f(x,y) = 2, definir uma funcao
auxiliar, g : Dy C R? — R, g(z,y) = F(x,y, f(z,y)).

Quando a funcao f é diferencidvel, mesmo sem sabermos z explicitamente em fungao de (z, y),
é possivel, via regra da cadeia, obter vérias informagoes sobre f. Veja (lembre que g(x,y) = 0
em S):

_0g OF 0F Oz
- Oxr Oz * 0z Ox
0= dg _OF  0OF 0z

oy 6y+58y

Portanto,
OF OF
of _ _ox , OF__0y  OF
or  OF ¢ oy Or” Seaz#o
0z 0z

Acabamos de mostrar que:

Teorema 2.7.1. (Funcdo Implicita (1)) Se F : D1 C R¥ — R ¢ diferencidvel no aberto
A C Di e a equacio F(x) = 0 define implicitamente z = f(x,y) como func¢ao diferencidvel para

(x,y) € Dy C R%, entdo as derivada parciais —— e —— sdo dadas por
ox 0Oy
oF OF
8f Or (l’,y,f(-f,y)) 8f @(%%f(%?ﬁ)
%(:an):_aF eaiy(xvy):_aF

a(x7yaf(mvy)) a(xﬂ%f(may))

nos pontos (z,y) tais que g(x,y,f(w,y)) # 0.

Exemplo 2.7.2. Suponha que F(z,y, z) = 22+ 22+22%2—2y—e* —c = 0 define z implicitamente
como fungao de (z,y), z = f(z,y). Obtenha um valor de ¢ para o qual f(0,1) = 1 e calcule

97 0,1 e 2 (0,1).

Ox Ay
Solugao . F(0,1, f(0,1)) = F(0,1,1) =2 —2 — e — ¢ = —e — ¢, portanto escolha ¢ = —e.

OP@02) _y | g OFOLIOD) _OFO.LY) _
Ox ox ox

OF (2,y,2) OF(0,1,/(0.1)) _ 0F(0.11) _
By = —2, logo By = By = -2

OF(z,y,2) x4z — ¢, logo oF(0,1,(0,1)) _ 0F(0,1,1) 440
0z 0z 0z
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Portanto,

Extensao :

Teorema 2.7.2. (Fungao Implicita (2)) Se F': D1 C R" — R € diferencidvel no aberto A C D

e a equagdo F(x) = 0 define implicitamente x,, = f(x1,...,2n—1) como func¢ao diferencidvel de
(1, ., Zn_1), para (z1,...,Tp_1) € Dy C R"™L entdo para cada k =1,2,...,n—1, a derivada
parcial —— € dada por
8xk
oF
8f aixk(l‘l,...,{L‘nfl,f(l'l,...,l‘nfl))
—— (21, Tp1) = —
8xk< b 6i($1 Tn—1, f (21 Tn-1))
sy dn—1, yer ey dn—
Oxy,
oF
nos pontos em que 87(561, cosTp—1, f(z1, ... x0—1)) # 0.

n

Exemplo 2.7.3. Sejam S dada por 2? +y?> +2 -2 =0, So dadaporz? —9y> —2=0el a
intersecao de S e Sy. Parametrize I' numa vizinhanga de (1,0,1).

Solucdo . T'é dada por z = 22 —1y? e 2 = 2— 22 —y%. Equivalentemente, I" é dada por z = 22—y e
222 -2 =0,isto é, z =1—y? e 22 = 1. Assim, t — (1,¢,1—t?) parametriza I' numa vizinhanca
de (1,y,2) e t — (—1,t,1 — t2) parametriza I' numa vizinhanca de (—1,v, 2).

Veja a figura:

Sejam S e Sy superficies dadas implicitamente pelas equacoes
Fi(z,y,2) =0 e Fy(z,y,z) =0.

Seja I' a curva obtida pela interse¢ao de S7 e So. Assim, podemos descrever I parametrica-
mente resolvendo as equagoes Fi(z,y,2) = 0 e Fa(x,y,z) = 0 em termos de uma das varidveis
x,y ou z. Suponha que seja possivel escrever z = X(z) e y = Y (z), para z € (a,b). Entao
Fi(X(2),Y(2),2) = F2(X(2),Y(2),2) =0, z € (a,b).
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Sejam f1(2) = Fi(X(2),Y(2),2) e fa(2) = B(X(2), Y(2),2). Entio fo(2) = fol2) = 0 se
z € (a,b) e portanto f1'(z) = f2'(z) =0 se z € (a,b). Assim, pela regra da cadeia,
oF; oF; o0F
= “lx —Y
0=fi'"(z) = & ()+8y ")+ 5
GFQ 8F2 aFQ
=fol'(z) = =—=X' —Y
0=/fa(z) = 5-X"(2) + oy ")+ 5
Logo,
ory _, oFy 0F
—X R v -1
Ox (2) + oy @) 0z
ory _, 0F, 0F>
—X R v -2
ox (2) + oy @) 0z
Matricialmente, podemos escrever:
OF, OFi\ (dx o,
or Oy dz 0z
or, R | |dy | | om
or Oy dz 0z
oF OF;
or Oy
Caso o determinante da matriz seja nao nulo, é possivel resolver esse sistema de
OF, OF,
or Oy
equacoes e obter
dx OFL OF\ '/ oR
dz oz Oy 0z
av | om om | | _om
dz Jdxr Oy 0z
isto é,
ax 0F, _OF\ (0R
dz -1 dy oy 0z
ay MO om om || 0F:
dz det v 4 ox Ox 0z
oF, oF,
or Oy
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Assim,

oF OR oFy  OF)
9z Oy 9z Or

det det
oOF, 0F OF, OF,
o N\o: o) dy_ \o: o
= oF OF\ © &~ (Oh Oh
or Oy oxr Oy

det det
or Oy or Oy

Os determinantes acima sao Jacobianos. E usual denotar o determinante da derivada da funcao
O(F1, Fy) )
(x,y) (Fl(xay)vFQ(:Uay)) por . ASSlm7
A(z,y)

O(F1, F») O(Fy, Fy)
de d(z,y) o dy  O(z,2)
dz  O(F, F) dz  O(F1, F)

d
Exemplo 2.7.4. (exemplo 2.7.3 revisitado) Use o resultado e as notagdes acima, para obter il
z

para Y (z) a fungdo do exemplo 2.7.3. Refaca o problema usando a expressao de Y (z).

Solucdo . Seja Fi(z,y,2) = 22 +y?> + 2z — 2, Fy(z,y,2) = 22 — y?> — 2. Assim, S1 e Sy sdo as
superficies de nivel zero de F; e F5.

8(F1,F2) 2z 1
o omw <2x —1) !
9z  O(F, Fy) det 2 2\ —Szy 2y
d(x,y) 20 —2y

Por outro lado, t — (1,¢,1 — ?) parametriza I' = S; N S numa vizinhanca de (1,y,2) e
t — (—1,t,1 — t?) parametriza I' numa vizinhanca de (—1,v, z). Logo, fazendo z = 1 — ¢,

¢ foy()=Vizs v=20
emos que t =Y (z) =
a —V1i—2z y#0
d -1
Portanto, A —
z 2y
Extensao :

Teorema 2.7.3. (Funcdo Implicita (3)) Se F: D1 C R"™™ — R™ ¢ de classe C'! no aberto
A C Dy e tal que para xg € R™ e yg € R™,

(a) F(xo0,90) = 0;
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aF‘l 8F1
oy Oym
(b) : : (z0,y0) € inversivel,
oF,, OF,
Oy Oym

entdo existe vizinhanca V de xg e f : V C R® — R™ de classe C'! tal que f(zo) = yo e
F(z, f(x)) = 0 para todo x € V. Mais:

OF, OF\ ! OF, OF,

o o 3o B
fllay=—1 = : (z, f(z)) | Co | (= f(2)

OF,, OF,, OF,, OF,,

T o T e

Exercicio 2.7.1. Verifique as hip6teses do Teorema da Funcao Implicita para In (zy) —2zy+2 =
0 e calcule y’ e y’ no ponto Py = (1,1).

Exercicio 2.7.2. O ponto (z,y,t) = (0,1,—1) satisfaz as equagoes zyt + sen(zxyt) = 0 e
x+y+t=0.E possivel definir x e y implicitamente como fun¢do de t numa vizinhanga de
(0,1,-1)7?

Exercicio 2.7.3. Considere a equacio (z — 2)%y + ze¥=1) = 0. y estd definido implicitamente
como func¢ao de x numa vizinhanca de

1. (1,1) ? 2. (0,0) 7 3. (2,1)7
. of of o
Exercicio 2.7.4. Obtenha Iz e 0 para f(z,y) = z dada implicitamente por:
Z Yy
1. In(zyz) +e* =1 2. 222 —3yz +cos(z) =0

Exercicio 2.7.5. Se X (u,v) e Y(u,v) sao dadas implicitamente pelo sistema de equagoes

uU=x+Y,
’U:g; x#0

X

0
mostre que o (1 + g) =1.
ou x

Exercicio 2.7.6. Calcule:
(u,v)
Yy, z)’

1. sendo v = zyz e v = 22 + 1/

2

,sendox =u? —vley=u+v

,sendor=u+v4+w, y=2u—vez=2v—w.
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Exercicio 2.7.7. Seja g(u,v) = f(X(u,v),Y (u,v)), onde X (u,v) e Y (u,v) sdo dadas implici-
tamente por u = x? + y2 ev=uxy.

Oy  yozx
1. Mostre que - zou
2. Calcule @ se xa—f of _ 0.

ou or ya@ N
Exercicio 2.7.8. Se v = 224+uy? e u = z+%? definem = X (u,v) e y = Y (u,v) implicitamente,

. ox
obtenha uma expressao para 90 em termos de x,y e u.
U

Exercicio 2.7.9. Sey = Y (x) e z = Z(x) com z > 0 sdo diferenciaveis e dadas por z?+y?+22 =

d d
2 e x +y =1, determine ﬁ(O) e é(O)



Capitulo 3

Foéormula de Taylor

3.1 Aproximacgoes de grau 2 para fungoes de uma variavel

Ja sabemos que a melhor aproximacao de grau 1 de f, funcao diferenciavel de uma varidvel,
numa vizinhanca de z é dada por L(x) = f(zo) + f'(z0)(z — zp). Lembre que o grafico de L(x)
é a reta tangente ao gréfico de f no ponto (xg, f(zo)) e observe que L é um polinémio de grau
1. O erro desta aproximagao é dado por:

erroy(z) = f(z) — L(x) = f(x) — f(x0) — f'(z0)(z — x0)

Note que lim erroj(z) =0e lim erroy (@) _ I (o).
T—T0 T—=xo0 T — X
Agora vamos obter o polinémio de grau 2,
Py(x) = a+b(x — x0) + c(x — x0)* (3.1)

que melhor aproxima f, numa vizinhanga de xzg. Assim, queremos obter a,b e ¢ constantes
tais que P(z) ~ f(z), onde ~ lé-se como aprorimadamente igual. De fato, queremos que a
aproximacao (3.1) seja tao mais verdadeira quanto mais préximo x estiver de xg. Reescrevemos
o problema como sendo: obtenha a,b e ¢ tal que

f(@)=a+b(z—x0) +c(x —0)* + errog(v) (3.2)
xlgrxl errog(x) =0

E bastante razodvel impormos que essa aproximacao seja exata em xzg e assim queremos
também que:
errog(xg) =0 (3.4)

Substituindo (3.4) em (3.2) temos que f(z¢) = ¢ e portanto:
f(@) = f(zo0) = b(z — x0) + (v — 20)* + erroy(x) (3.5)

é evidente que, quando z tende a xg, o lado direito de (3.5) tende a zero. Isto implica que, se
a nossa aproximacdo tem alguma chance de existir, f deve ser continua em xg. Além disso, se

46
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b(x—mg)+c(z—1x0)? tender a zero mais rdpido que erros(x), teremos que, em vizinhanca de zo,
f(x) — f(zo) serd aproximada por erros(x) e nio por b (z — xq) + ¢ (z — )2, como gostariamos.
Por esta razao , acrescentamos A nossa formulagao do problema a exigéncia de que errog(z)
deve tender a zero mais rédpido que b(z — x9) + ¢ (r — 29)%. Uma maneira de exigir isso é¢ impor

que:
errog ()

lim =0. (3.6)
T—=To T — X(
Dividindo os dois lados de (3.5) por  — zp vem:
T — X0 T — X0
Tomando o limite quando z tende a xo em (3.7), obtemos:
lim M = (3.8)
T—TQ r — X
Observe que entao estamos exigindo que f seja derivavel em x( e que
f'(xg) =0 (3.9)
Substituindo em (3.5) e (3.1), temos que:
f(@) = fz0) — f'(20)(z — m0) = ¢ (& — x0)? + erroy(z) (3.10)
Py(x) = f(x0) + f'(20) (2 — w0) + ¢ (& — w0)? (3.11)

Note que entdo Pa(z) = Pi(z) + ¢ (z — 70)?, onde P;(x) é a melhor aproximacio de grau 1
de f. Em outras palavras, P» é uma aproximagcao de f pelo menos tao boa como a aproximagcao

de grau 1. De novo, caso c(z — z0)? tender a zero mais rdpido que erros(z), teremos que, em
vizinhanca de zg, f(z)— f(x0)—f'(z0)(x—x0) serd aproximada por erros(z) e ndo por ¢ (z—xg)?,

como gostariamos. Por isso, acrescentamos A nossa formulacao do problema a exigéncia de que
erros () deve tender a zero mais rapido que ¢ (z — z0)2. Uma maneira de exigir isso é impor que:

lim 2 (3.12)
a—wo (T — T0)

Dividindo os dois lados de (3.10) por (z — z¢)? vem:

flz) — f<:c€; - f )(;m)(x —a0) (_<)> (3.13)

Tomando o limite quando x tende a xg em (3.13) e usando (3.6), obtemos:

. f(@) = f(wo) = f'(wo)(® —20) .
mlggo ( — 19)2 = (3.14)

Para que esse limite exista, f’ deve existir em vizinhanca de z( e ser continua em xg. Mais
ainda, usando L ’Hopital no lado esquerdo de (14), obtemos:
f'(x) = (o)

lim ——————— = 3.15
2730 2(z — x0) ¢ (3-15)
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Observe que entao estamos exigindo que f seja duas vezes derivavel em zq e que:
f'(x0) = 2¢ (3.16)

Substituindo em (3.10) e (3.11), temos que:

£(@) = fa) + o)~ 20) + T )2 - ernon) (3.17)
Pafa) = f(a0) + 1'(ao)(w — z0) + L0 (a - ay)? (3.18)

3.2 Aproximacgoes de grau n para funcoes de uma variavel
Vamos obter o polinomio de grau 3,
Py(z) =a+b(z —x0) + c(x — x0)* + d(z — 30)* (3.19)

que melhor aproxima f, numa vizinhanca de xy. Assim, queremos obter a,b,c e d constantes
tais que P3(z) ~ f(x), onde ~ lé-se como aprozimadamente igual. Novamente, queremos que
a aproximacao (19) seja tdo mais verdadeira quanto mais proximo z estiver de xp e vamos
exigir que essa aproximacao seja pelo menos tao boa quanto A aproximagao de grau 2. Assim,
queremos que:

f(x)=a+b(z—x0)+ c(x —z0)® + d(z — x0)® + erroz(x) (3.20)
lim erros(z) =0 (3.21)
T—T0
errog(zo) =0 (3.22)
lim 7@ _ (3.23)
T—=T0 T — X
lim S0 _ (3.24)

T—T0 (aj‘ — CU[))2

As condigoes (3.21) a (3.24), como ja vimos, obrigam que f seja duas vezes diferencidvel em

Tg, ¢ = f/(;o),b = f'(z9) e que a = f(x9), i-e.,
F&) ~ Fla) — £l - 20) - L0 () = da - a0)? bemog(e) (329
Ps(z) = f(zo) + [/ (zo)(x — m0) + f/(zxo)(x —20) 4+ d(z — z0)3 (3.26)

De novo, caso d(z — zg)? tender a zero mais rapido que mais réapido que erroz(z), teremos que,
/
[ (o)
2 -
a d(x — x9)3 tarf Por i t A f laga
erroz(z) e nao por d(x — xg)°, como gostarfamos. Por isso, acrescentamos A nossa formulacao

(x — m0)? serd aproximada por

em vizinhanca de zg, f(z) — f(xo) — f'(x0)(x — xp) —



CAPITULO 3. FORMULA DE TAYLOR 49

do problema a exigéncia de que erroz(x) deve tender a zero mais rdpido que d(z — x9)3. Uma
maneira de exigir isso é impor que:

lim m -0 (3.27)
Dividindo os dois lados de (3.25) por (z — z¢)? vem:
1) = fGao) ~ Flao)a — o)~ T @ —ag .
(x — x0)? - (x — z0)? '

Tomando o limite quando x tende a xg em (3.28) e usando (3.27), obtemos:

F(&) — flao) — F(ao)e —20) ~ L0 (0 )
lim =d (3.29)

T—x0 (,f — 1,‘0)3

Usando L’Hoépital no lado esquerdo de (3.29) obtemos
o 1)~ o)~ o) — o)

z—o 3(z — x0)?

=d (3.30)

Note que, para esse limite existir, f” deve existir em vizinhanca de xg e ser continua em xy.
Mais, f é 3 vezes diferenciavel em xq, pois usando L’Hopital novamente, temos:

(@) = f(wo)
xlgla}o 3Nz —x0) d (3:31)
Assim, ,
iy ?f'xo). (3.32)

Substituindo em (3.25) e (3.26), temos que:

£@) = Fao) + o) - w0) + 0w a2 o LT )t ooy () (339
Py(a) = £(ao) + £ (o) —z0) + L0 (0 a2 ¢ LU0 o pr (33

O que fizemos acima pode ser generalizado como:

Teorema 3.2.1. (Fdrmula de Taylor) Se f é n vezes diferencidvel em g entdo o polinémio

f'(o) F (o)

2 n!

Py(x) = f(xo) + f'(x0)(z — z0) + (z —wo)*+ -+ (z — x0)" (3.35)

satisfaz:

f(x) = Py(x) + erroy(x)
erron(xo) =0

i _E7Ton (:c)k

=0,0<k<n
a—wo (T — Tq)
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O polinémio P, é chamado de polinémio de Taylor de grau n em torno de xg; é usual chamar
erro, de resto de ordem n e denoté-lo por R,.

T

Exemplo 3.2.1. Obtenha o polinémio de Taylor em torno de z = 0 de grau n de f(z) = €*.

Solucao . f'(x) = f(x) e f(0) = 1. Assim, o polindémio pedido é
x? a3 "
Pn(x)—1+$+?+§+---+ﬁ,

Veja na figura abaixo o gréifico da exponencial e dos seus polinémios de Taylor em torno de
x=0degrau0,1e 2:

P

P

P[0]

//ﬂ
—
,,/

e

Uma outra maneira de deduzir o polinémio de Taylor de uma funcao de classe C™ e (n+ 1)
vezes diferencidvel em torno de zq ¢ (feita abaixo para xg = 0):

f(z) = f(0) + /95 f'(t)dt (pelo Teorema Fundamental do Célculo)
0
= f(0) +/ﬂf f'(x —s)ds (fazendo t = z — s)
0

= f(0) + f'(0)z + /OZ f'(x — s)sds (integrando por partes)

f'(0)

T 2
= f(0)+ f'(0)x + TxQ + /0 " (x— s)% ds (integrando por partes)

(n) T n
= f0)+ f(0)z+--+ fn!(o)x” +/0 FOD (g — S)%ds

Existem véarias maneiras de estimar o resto. Uma delas é:

Teorema 3.2.2. (Resto de Lagrange) Se f € de classe C™ em vizinhanca de xy e possuin + 1
derivadas em xg, entdo existe a, entre x e xg tal que:
f(n—l—l) (a)(x _ mo)n+1

(n+1)!

R, (z) =

Exemplo 3.2.2. Obtenha o polinémio de Taylor em torno de z = 0 de grau 4 de f(x) = sen(z)

. T
e estime o resto para | x| < 1
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Solugao . O polinémio pedido é

z? x> zt 3

Py(z) = sen(0) + z cos(0) — 5 sen(0) — e cos(0) + m sen(0) =z — 30

Além disso,

™

T <
1 <55

para algum a € {—Z, %} Como |cos(z)| < 1le|z| < 1 | Ry(x)
Aplicagao 3.2.1. (Férmula de Taylor e Mdzimos e minimos)

1. Se f'(x9) =0 e f'(xg) > 0 entdo xg € ponto de minimo local; se f'(xg) =0 e f'(x9) <0
entao xg € ponto de mdximo local.

2. Se f'(xo) = f'(w0) = -+ = f" D (xg) = 0, f™(x0) #0 €
(a) n € par e f)(x0) > 0, entio xo ¢ ponto de minimo local;
(b) n € par e f(z9) <0, entdo xo € ponto de mdzimo local;
(c) n € impar, entdo f nao possui mdzrimo nem minimo em xg.
Demonstracao 3.2.1. Sem perda de generalidade, f(xg) = 0. Note que entao f possui maximo

(minimo) em x se for negativa (positiva) em vizinhanga de zy. Além disso, caso f troque de
sinal em x(, este ponto nao é nem de maximo nem de minimo.

(n)
O polinémio de Taylor de grau n de f em torno de zg é P,(z) = fi('xo)(x — x0)".
n!
n - Pn . z
Mas lim M =0, i.e., lim M =0, isto é
T—T0 (:U — xo)" T—T0 (,Qj — :L‘O)”
) ( .
pa) - L0 g
lim n: =0
T—rXTQ ([1}‘ — xo)n
Portanto,
(n)
R A C) N A ) B
a—zo (x — x20)" n!
(n)
Logo, para x préximo de x, /(@) e 1" (zo) tem o mesmo sinal.

(x — o)™ n!
Primeiro caso: n é par.

Neste caso, (x — xg)™ é positivo e logo, f(z) tem o mesmo sinal que £ (), o que conclui
a demonstracao de (2a), (2b) (lembre que f(xg) =0) e (1) (no caso em que n = 2).

Segundo caso: n é impar.
f(x)
(x — )"
troca de sinal em uma vizinhanga de xg, o que conclui a demonstracao de (2c).

Neste caso, tem o mesmo sinal para x proximo de xzg. Consqu%entemente, f
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3.3 Aproximacoes de grau 2 para funcoes reais de varias variaveis

Ja sabemos que a melhor aproximacao de grau 1 de f : R” — R, diferenciavel, numa vizinhanca
de X é dada por L(z) = f(X") + f/(X)(X — X©). O erro desta aproximacao é dado por:

error (X) = f(X) — L(X) = f(X) — f(X°) = f/(X°)(X - X7)

. . erroi(x) ,

Not X% =0, 1 X)=0e lim ——2 = ,

ote que errop (X”) , Jn erro; (X) e lim =3 f'(z0)
Agora vamos obter o polinémio de grau 2,

Py(X)=a+B(X - X%+ (X - X"'C(X - X
c11 ... Cin
=a+ (b ... b)) (X-X)+(X-XO] : C (X - X9
(3.36)
Cpl ... Cnn

= a—l—z bZ(X — XO)Z + Z Cz‘j(X —XO)Z(X — Xo)j
i1 ij—1

que melhor aproxima f, numa vizinhanca de X°. Assim, queremos obter constantes a, B e C (B
e C sado matrizes) tais que Py(X) ~ f(X), onde ~ lé-se como aprozimadamente igual. De fato,
queremos que a aproximagao (3.36) seja tao mais verdadeira quanto mais préximo X estiver de
XY, Reescrevemos o problema como sendo: obtenha a, B e C tal que

f(X)=a+BX - X+ (X - XO'C(X — X°) + errog(X) (3.37)
Xli_)n)l(0 errog(X) =0 (3.38)

é bastante razoavel impormos que essa aproximacio seja exata em X e assim queremos também
que:

errog(X%) =0 (3.39)
Substituindo (3.39) em (3.37) temos que f(X°) = a e portanto:

f(X) = f(XO)—B(X — X% = (X - X'C(X — X°) + errog(X) (3.40)

é evidente que, quando X tende a X°, o lado direito de (3.40) tende a zero. Isto implica que,
se a nossa aproximacdo tem alguma chance de existir, f deve ser continua em X°. Além disso,
se B(X — XY) + (X — X9C(X — XY) tender a zero mais répido que errog(X), teremos que,
em vizinhanca de X°, f(X) — f(X?) serd aproximada por erros(X) e ndo por B(X — X) +
(X — XO)'C(X — X9), como gostarfamos. Por esta razdo , acrescentamos A nossa formulagio
do problema a exigéncia de que erroz(X) deve tender a zero mais rdpido que B(X — X9) + (X —
XNCO(X — XY). Uma maneira de exigir isso é impor que:

i _CtTo2 (X)

o =0 3.41
X—x0 [| X — X0 (341)
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Dividindo os dois lados de (3.40) por || X — X°|| vem:

FOX) = (X9~ BIX = X%) _ (X = XU'C(X = X?) | emmop(X)
X — X0 N X — X0 + X — X0 (3.42)

Tomando o limite quando X tende a X° em (3.42), obtemos:

Ly T00 = F(X%) — B(X - X°)

=0 3.43
X—X0 | X — X0 (343)

Observe que entdo estamos exigindo que f seja derivavel em X° e que
f'(x% =8B (3.44)
Substituindo em (3.40) e (3.36), temos que:

FX) = f(X) = F/(XD(X - X% = (X = X9)'C(X — X?) = erroy(X) (3.45)
Py(X) = f(XO) + f/ (X)X - X% + (X - XC(X - X9 (3.46)

Note que entdo P (X) = Pi(X) + (X — X9)!C(X — X?), onde P;(X) é a melhor aproximacao
de grau 1 de f. Em outras palavras, P, é uma aproximacao de f pelo menos tao boa como a
aproximacio de grau 1. De novo, caso (X — X%)!C(X — X?) tender a zero mais rapido que
erros(X), teremos que, em vizinhanca de X0, f(X)— f(X%) — f/(X?)(X — X?) ser4 aproximada
por erroz(X) e ndao por (X — X%)!C(X — X©), como gostarfamos. Por isso, acrescentamos
A nossa formulacdo do problema a exigéncia de que errog (X) deve tender a zero mais rapido
que (X — X9)!C(X — X9). Uma maneira de exigir isso é impor que:

iy _Crro2 (X)

—— = 3.47
X—Xx0 || X — X012 ( )

Dividindo os dois lados de (3.45) por || X — X?||? vem:

f(X)— f(XO) — F( X)X - X% — (X - X)C(X — X9) _errog(X)

= A4
X~ x0]° PESTRE
Tomando o limite quando X tende a X° em (3.48) e usando (3.39), obtemos:
X)— f(X) - f(X)(X - X% — (X - XO)!C(X — XO°
i FO0 = FOO) = OO = X0 = (X = XOCX =X
X—X0 | X — X0

Para que esse limite exista, f’ deve ser continua em X°. Note também que, caso o numerador
seja derivavel e A simétrica, sua derivada é

(X)) = f/(X% —1d A(X — X — (X — X9 AId = f/(X) — f/(X9) — 24(X — X°) (3.50)
Por outro lado, a derivada do denominador é

2(X — X% (3.51)
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Mais ainda, “usando L’Hopital no lado esquerdo de (3.49)”e os resultados (3.50) e (51), obtemos:

L 00 = £1(X°) — 24(x — x9)]
oo Ta(x - 30

=0 (3.52)

Observe que entdo estamos exigindo que f seja duas vezes derivavel em X e que:

Joro (X)) oo S, (X0)
F(X0) = : : =2C (3.53)
fono (X0) oo fanwn (X°)
Substituindo em (3.45) e (3.46), temos que:
FOX) = FX0) 4 F/(XO)X = X0) 4 (X = X0 F (X)X — X°) 4 erron(X) (354
Py(X) = f(X°) + [ (X)(X = X°) + %(X - X0 X)X - XT) (3.55)

A equagao (3.55) pode ser reescrita como:

Py(X) = f(X° —— (XN (X; — X))+ (XN (X = X))(X; — X7 :
() = £+ 3 %_3 i (X~ X0) (3.56)
A matrix f/(X°) é chamada de Hessiana de f em X° e usualmente denotada por Hf(X?).
of? of?
= X).
8xi8x]~( ) ax]‘axi( )

Lembre que se f é de classe C'2, entdo Hf(XO) é simétrica, i.e.,

Teorema 3.3.1. (Férmula de Taylor) Se f ¢ de classe C? em uma vizinhanca de X° entdo o
polinomio

PyX) = (X0 + f(Xo)(X = XO) 4 J(X = XV H;(XO)(X = X)  (357)

satisfaz:

f(X) = Pa(X) + erroa(X)
erroa(X°) =0
errog(X)

1m

. =0,0< k<2
Xoxo [|[X —XOk 77—~

Demonstracao 3.3.1. (cldssica) Vamos fixar Y e definir a fungao

g:[-1,1] =»R

t—f(XO +tY) (3:58)

Assim,
FXP+Y) = f(X°) = g(1) — 9(0). (3.59)



CAPITULO 3. FORMULA DE TAYLOR 55

Mas g é de classe C'!, logo g(s) = g(0) + sg’(0) + Ry e portanto, usando a férmula do resto de
Lagrange,

/
g(1) = g(0) + g'(0) + J 2(6), para algum c € (0,1). (3.60)
Substituindo em (3.3.1), temos que,
0 0y _ 9'(¢)
f(X°+Y)—f(X")=g"(0)+ 5 v bara algum c € (0,1). (3.61)
Por outro lado, ¢'(t) = f/(X° +tY)Y e assim,
6'(0) = f/(X°). (3.6
Além disso, ¢g'(t) = YIH(X? +tY) Y e portanto,
g'(c) =Y'H(X"+cY)Y. (3.63)

Substituindo (3.62) e (3.63) em (3.61), temos que, f(X°+Y)— f(X%) = f/(X?) Y—}—%YtH(XO—F
Y)Y, ie.,
FX°4+Y)= F(XO + F(XOY + %YtH(XO +cY)Y. (3.64)

Note que fazendo X = X% 4+ Y, temos que

FX) = FIXO) + f1(X)(X - X°) + %(X—XO)tH(XOJrcY)(X - X7

(3.65)
1
= FO) + FIIXNX = X0 4 (X = X H(X)(X = X0) + R,
onde Ry = %YtH(XO +eY)Y — %YtH(XO) Y. (3.66)
Assim,
f(X)=Pa(X)+ Ry (3.67)
. Ry
e queremos mostrar que }1/1310 e~ 0. Mas
I [ 2% o Pf o
Ry = ;(2 [amj(x +cY) - Gt (X )] Yiy;)- (3.68)

Agora note que

n n 9 2 n o n 2 2
5 (Z (24 ey - 2] yiyj> <3 [l ran - Lo v
J j =1

j=1 \i=1 Oxix; Tily j=1 i= Oy, T
(3.69)
Substituindo em (3.68), vem:
Ry _~(~=[ 9 o Pf o
< — (X Y) — X 3.70
HYH?;<_1 {amixﬁ TN = g, X (3.70)
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Usando que f é de classe C 2, temos entdo que

i Ry
lim —2_ = 0.
yeo Y2 0

Exemplo 3.3.1. Obtenha o polinémio de Taylor de grau 2 em torno dos pontos (z,y) = (0,0)

2 2

€ (xvy) = (07 1) de f(.’E,y) = 3(x2 + 3y2)€—z —y*
Solugao . As derivadas parciais de f sao :

gi(@: y) = 6™ "V (1 — 27 — 3%
gg@, y) = 6ye ™" V(3 — 2% — 3y?)

Portanto, f’(0,0) = f/(0,1) = (0,0) Além disso, as derivadas parciais de segunda ordem de f
sS40

) 2
8%2(36’ y) = 66~ V(1 - ba? — 3% + 20 + 62%y?)
an 2 2 an
Gy B ) = 120y (S at 3% = 5o (o)
0 2
Tf?(:”’ y) = 6c7" V(3 — 15y — 2? + 20%% + 6y
Y

Portanto,
10

H7(0.0) =6 (0 3) e Hy(0,1) = 6e ! <—02 _06>

Assim, os polinémios pedidos sao :
1
Py 0,0)(@,y) = £(0,0) + £'(0,0)X + S X"H(0,0)X = 3(” + 3y%)
1
Py o1)(@,y) = f(0,1) + f'(0,1)X + §XtHf(o, DX =3e (=222 — 6y° 4+ 12y — 3)

Veja a seguir, os graficos de f, e ao lado, das curvas de nivel de f e dos dois polindémios
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3.4 Maximos e Minimos

Lembre que uma superficie definida explicitamente por uma equacao da forma z = f(x,y) pode
ser considerada com uma superficie de nivel do campo vetorial F dado por F(z,y,2) = f(x,y)—z.
of o

Se f é diferencidvel, o gradiente de F' é dado por VF(z,y,z) = <8f7 87]0’ —1> = (Vf,—1).

€r oy
Quando V f(z9,yo) = 0, o ponto P = (¢, y0) é chamado de ponto critico ou estacionério de f.
Genericamente, os pontos criticos se classificam em trés tipos: méaximos, minimos e selas. Esses
conceitos também valem para funcoes em R™.

Definicao 3.4.1. Dado f: D C R" — R, dizemos que P € D é um ponto de mdzimo absoluto
de f se f(X) < f(P) para todo X € D. P é um ponto de mdzimo local se existe r > 0 tal que
f(X) < f(P) para todo X € DN B, (P) (B,(P) é a bola centrada em P e de raio r). Da mesma
forma, dizemos que P € D é um ponto de minimo absoluto de f se f(X) > f(P) paratodo X € D
e P é um ponto de minimo local se existe r > 0 tal que f(X) > f(P) para todo X € DN B,(P).
Finalmente, que P € D é um ponto de sela de f se para todo B,(P), existem unitdrios u; e
up € R™ tais que f(P +tuy) < f(P) < f(P + sug), para P + tuy, P + sus € DN B,(P).

Exemplo 3.4.1. Seja f : R? — R dada por f(z,y) = 1 — 2% — y%. Note que o ponto (0,0) é um
ponto de maximo global, j4 que f(0,0) =1 e f(x,y) < 1 para todo (x,y) € R2.

Exemplo 3.4.2. Seja f : R? — R dada por f(z,y) = 2% + y2. Note que o ponto (0,0) é um
ponto de minimo global, j4 que f(0,0) =0 e f(x,y) > 0 para todo (z,y) € R2.

Exemplo 3.4.3. Seja f : R? — R dada por f(z,y) = 22 — y2. Note que o ponto (0,0) é um
ponto de sela, ja que f(0,t) = —t2 < 0 parat # 0 e f(s,0) = s2 > 0, para s # 0.

Teorema 3.4.1. Se P é um ponto de maximo (ou minimo) local de f : D C R" - R e f é
diferencidvel em P, entio V f(P) = 0.

Demonstracao 3.4.1. Suponha que P = (p1,p2,...,pn) é ponto de maximo (ou minimo)
local e considere a fungao real f dada por fi(zx) = f(p1,...,Pk—1, Tk, Pk+1,Pn). E claro que pg
¢ ponto de méximo (ou minimo) local de fi e portanto, fr'(pr) = 0 i.e., (P) = 0. Assim,

Vf(P)=0.

uy,

Definicao 3.4.2. Dado f: R™ — R diferenciavel em P, dizemos que P é um ponto critico ou
estaciondrio de f se Vf(P) = 0.

Exemplo 3.4.4. (exemplos 3.4.1, 3.4.2 e 3.4.3 revisitados) Determine os pontos criticos das
fungoes dos exemplos 5.4.1, 5.4.2 e 5.4.3.

Solucdo . fi(z,y) =1 — 2% — 2, logo Vfi(z,y) = (—2z, —2y) e portanto P é critico se e s6 se
P = (0,0).

fa(w,y) = 22 + 92, logo V fa(z,y) = (27, 2y) e portanto P é critico se e s6 se P = (0,0).
fa(x,y) = 22 — 42, logo Vf3(z,y) = (22, —2y) e portanto P é critico se e 6 se P = (0,0).
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Teorema 3.4.2. Seja A uma matriz n x n simétrica e Q(X) a forma quadrdtica dada por

Q(X) = XtAX = zn: zn:aijl‘i:bj
j=1

i=1

Entao Q(X) > 0 para todo X # 0 (e dizemos que Q € positiva definida) se todos os autovalores
de A sao positivos e Q(X) < 0 para todo X # 0 (e dizemos que Q) € negativa definida) se todos
os autovalores de A sdo negativos.

Demonstracao 3.4.2. O teorema espectral diz que existe uma matriz ortogonal S tal que
StAS = A é diagonal (A é a matriz dos autovalores de A). Portanto, fazendo X = SY, temos
que,

n
Q(X) = X'AX = (SY)'ASY = YV'S'ASY =YIAY =)~ Ay}
i=1
Lembre também que como A é simétrica, os seus autovalores sao reais. Agora, caso todos os

autovalores sejam positivos, temos que Q(X) > 0se Y # 0, i.e., X # 0. Da mesma forma, caso
todos os autovalores sejam negativos, temos que Q(X) < 0se Y #0, i.e., X # 0.

Teorema 3.4.3. Seja f : B.(X%) C R" — R de classe C? e H(X") a matriz Hessiana de f em
X9 ponto critico de f. Entao :

1. Se todos os autovalores de H(X") sao positivos, X° é ponto de minimo local de f.
2. Se todos os autovalores de H(XY) sio negativos, X° é ponto de mdzimo local de f.
3. Se H(X") possui autovalores positivos e negativos, X° é ponto de sela de f.

Demonstragao 3.4.3. Seja Q(Y) = Y'H(X")Y. A férmula de Taylor diz que

Po(X) = F(X) + f/(XO)(X = X°) + L(X ~ X H(XO)(X - X°)
= F(X%) + (X — X°) H(X")(X ~ X°)
F(X) = Po(X) + Ra(X)

= (X% + %(X — X H(X") (X - X% + Ry(X)

Ro(X
onde o resto Ry satisfaz: lim 2(X) = 0. Fazendo Y = X — X9, temos que,

X—x0 || X — X012
fFX°4+Y) - (X% = %YtH(XO)Y + Ro(Y + X9

= %Q(Y) + Ro(Y + XY)

Vamos mostrar que existe um nimero positivo r tal que para 0 < ||Y|| < r, o sinal de f(Y +
X0 — f(X?) ¢é 0 mesmo de Q(Y).
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Primeiro caso: os autovalores de H(X"), A1, Aa,..., A, sdo todos positivos:
Seja h o menor autovalor e u < h. Entao dy = Ay — u,de = A9 —u,...,d, = A\, — u também
sao positivos. Mas di,ds, .. .,d,, sdo os autovalores da matriz H(X") — uld, portanto a forma

quadratica Y (H(X") — uld)Y é positiva definida e assim, Y!(H(X") — uld)Y > 0, i.e.,

YIH(X)Y > Yiul dy = ul|Y||?, para todo u < h.

: h 17 30 WY |?
Em particular, para u = 5 temos que Y'H(X")Y > —g ke
Y R|Y ||
Q) > Il para todo Y # 0.
2 4
Ro(Y + X© Ro(Y + XY h
Mas 3}11_n>02(||y—:_|2) = 0, logo existe r > 0 tal que H2(||Y+|2)H < ; bara 0<|Y| <
Para esses Y temos: )
h||Y Y
0< 1By + X)) < ML < 90
Lembre que se a e b s@o reais, a — |b| < a + b, logo
Y Y
0< M ayy 4 x0) < A 4 Ryr X0 = £(v 4 x0) - £(X0)
Segundo caso: os autovalores de H(X?), Ay, A2,..., An a0 todos negativos:

Essa demonstragao é essencialmente igual A do primeiro caso.

Terceiro caso: H(X?) possui autovalores positivos e negativos:
Sejam 0 < A; e A2 < 0 dois autovalores de H(X") e h = min{\1, —A2}. Entdo para todo
real u tal que —h < u < h, \| —u e \g — u, sdo autovalores com sinais opostos de H(X) — uld.

Portanto, para u € (—h,h), a forma quadratica Y*(H(X?) — uId)Y assume valores positivos

Ro(Y + X© h
e negativos em torno de Y = 0. Como antes, escolha r > 0 tal que Q(H;_H) < 5 e
0 < ||Y|| < 7 e, de novo, o sinal de f(Y + X%) — f(X°) é o mesmo de Q(Y). Como para YV

tendendo a zero, Q(Y') assume valores positivos e negativos, X% é um ponto de sela.

Exemplo 3.4.5. (exemplo 3.4.4 revisitado) Classifique os pontos criticos das fun¢oes do exemplo
3.4.4, usando o teorema acima.

Solugao . f1(x,y) = 1_x2_y2’ Vfl(xvy) = (—2%, _2y)7 f2(x>y) = x2+y2, Vf2(:v,y) = (21‘,2@/),
fa(x,y) = 22 — 4%, Vf3(z,y) = (2x, —2y). Nos trés casos, o tinico ponto critico é P = (0,0).
Além disso,

Hfl(wyy)=(_02 _02> Hfz(w’y):@ g) Hf?’(x’y):@ —02)

Assim, P é ponto de maximo local de fi, minimo local de fo e ponto de sela de fs.

Veja os graficos dessas fungoes :
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Exemplo 3.4.6. gexemplo 3.3.1 revisitado) Obtenha e classifique os pontos criticos de f(z,y) =
3(x2 + 3y2)e " V",

Solugio . Vf(z,y) = 6"V (z(1 — 2% — 3y2), y(3 — 2% — 3y?))

Hy(z,y) = 6~ ¥ <

1 — 522 — 3y? + 22% + 622y 22y(—4 + 2% + 3y?)
2xy(—4 + 2% + 3y?) 3 — 15y — 22 + 22%y% + 6y*

Assim, Vf(z,y) = 0 se e 86 se (x,y) = (0,0),(0,1),(0,—1), (1,02 ou (—1,0), o que mostra que
(0,0) e (0,1) sdo pontos criticos de f(z,y) = 3(22 + 3y2)e=*"~¥"). Além disso,

H(0,0) = 6 (é g)

Hp(0,1) = 6e! <_02 _06> = H(0,-1)

Hp(1,0) = 6e (_02 g) = H¢(—1,0) (3.71)

logo, (0,0) é ponto de minimo local, (0,1) e (0, —1) sdo pontos de maximo local e (1,0) e (—1,0)
sao pontos de sela.

Observacdo Lembre que o determinante de uma matriz é o produto dos seus autovalores
e que o traco (soma dos elementos na diagonal principal) é a soma dos mesmos. Assim, uma

matriz simétrica 2x2
a b
A p—
)

possui ambos os autovalores positivos se det(A) >0 e a+ ¢ > 0;
possui ambos os autovalores negativos se det(A4) >0 e a+ ¢ < 0;
possui autovalores com sinais contrérios se det(A) < 0;

Exemplo 3.4.7. Obtenha e classifique os pontos criticos de f(z,y) = 2% — 3z + zy + 3>
Solugao . Vf(z,y) = (2¢ — 3 + y,z + 2y). Portanto o unico ponto critico de f é P = (2,—1).

Além disso, Hy(z,y) = (? ;) e logo, det(Hy) =3 e tr(Hy) = 4, logo P é ponto de minimo.

Exemplo 3.4.8. Obtenha e classifique os pontos criticos de fi(z,y) = —2* — y2, fo(z,y) =
at + %, fa(z,y) =t -y
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Solugio . V fi(z,y) = (—42°, =2y), V fa(z,y) = (42°,2y) e V fa(z,y) = (42°, —4y?). Portanto
as trés fungdes possuem apenas um ponto critico, P = (0,0). é claro que P é ponto de méximo
global de f;, de é minimo global de fy e de sela de f3, mas veja as Hessianas:

—122%2 0 1222 0 1222 0
Hfl(af,y)Z( 0 _2), Hfg(w,y):( 0 2), Hfg(x,y):< 0 _2)

Portanto,

Hfl(o,o):<8 _02>, HfQ(o,o):<8 g) Hf3(0,0>:(8 _02)

Esse exemplo ilustra o fato de que quando o determinante da Hessiana é nulo i.e.,a Hessiana
possui um autovalor nulo, nada podemos afirmar a respeito do tipo de singularidade que a funcgao
tem.

Exemplo 3.4.9. Classifique os pontos criticos de f(x,y,2) = 23 — 322 — 2% — 22.

Solucdo . Vf(z,y,2) = (322 — 62, —4y, —22). Assim, os pontos criticos de f sao P = (2,0,0) e
6x—6 0 0 —6 0 0
Q@ = (0,0,0). Além disso, H¢(x,y,2) = 0 —4 0 |,logo, Hf(@)=10 —4 0 ]e
0 0 -2 0 0 -2
6 0 0
Hi(P)=[0 —4 0 ].Assim, (0,0,0) é ponto de maximo e (2,0,0) de sela.
0o 0 -2

Observacao : Lembre que para obter os sinais dos autovalores de uma matriz simétrica nxn nao é
necessario diagonaliza-la. Basta colocar a forma quadratica correspondente em forma canodnica.

Exercicio 3.4.1. Obtenha e classifique os pontos criticos das funcoes abaixo:

(a) flz,y) =2 —ay+y (b) f(a,9) = o + By + 457 — 62+ 2
(¢) f(z,y) = x + ysen(x) () f(z,y,2) = ==
(e) f(z,y) = 22 + sen(z) ) f(z,y,2) = (22 + yz)e_xz_y2_22

3.5 Maximos e minimos condicionados - Multiplicadores de La-
grange

Exemplo 3.5.1. Seja F : R® — R dada por F(x,y,2) = 22 + y%. Obtenha os pontos mais
préximos da origem da superficie de nivel 1 definida por F.

Solugao . O que queremos é determinar o(s) minimo(s) de f(z,y,2) = V22 + y? + 22 sujeito
A condicio 22 + y? = 1. Intuitivamente, é claro que isso é equivalente a obter (z,y, z) onde z é
o minimo da funcdo real \/z e 22 + y? = 1. Assim, os pontos de minimo sdo da forma (z,v,0),
com z2 +y? = 1.

O problema de determinar extremos condicionados é bastante dificil, mas em alguns casos
(por exemplo, quando o conjunto que queremos restringir tem uma estrutura simples (e.g., é
uma superficie) existem alguns métodos para obter a solugdo . Um desses métodos é o de
multiplicadores de Lagrange.
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Teorema 3.5.1. (Multiplicadores de Lagrange) Se f : R" — R diferencidvel possui um ponto
extremo em P quando estd sujeito A m < n condigoes , gi(z) = ga(z) = -+ = gm(z) = 0,
com gi diferencidveis, entao existem escalares A1, o, ..., Ay (chamados de multiplicadores de
Lagrange) tais que

Vf(P) = )\IVQI(P) + et AmVQm(P)

Exemplo 3.5.2. (exemplo 3.5.1 revisitado) Refaca o exemplo 3.5.1 usando multiplicadores de
Lagrange.

Solugdo . Fazendo g(x,y,z) = ZL‘QN— y?> — 1, o que queremos é determinar o(s) minimo(s) de
f(z,y,2) = /22 + y% + 22 sujeito A condigao g = 0. Queremos entao obter P tal que V f(P) =
AVg(P), i.e., queremos P = (x,y, z) satisfazendo o sistema de equagoes

_@YE  z(a0)
N
2?4yt =1
Portanto,
z=0 z=0
z(2A\/22+y2—-1)=0 x(2A—=1)=0

logo,
YW+ -1) =0 2 Y y@r—1)=0

isto é, z =0, =1/2 e 22 + y? = 1. Logo os minimos sdo da forma {(z,y,0); 2% + y? = 1}.

Exemplo 3.5.3. Se f : R? — R dada por f(z,y, z) = 22 — 3?, representa a temperatura em
(z,y,2), determine a temperatura maxima e a minima na curva I' obtida pela intersegao das
superficies 22 + y? = z e z = 2% — .

Solucdo . Veja na figura abaixo, a curva ' e as superficies S1 e So dadas respectivamente por
22 +y’=zez=2a>+22.

2

Sejam g1 (x,y,2) = 22 + y? — z e go(2,9, 2) = 22 — 2 — 2. Usando multiplicadores de Lagrange,

temos:

vf = )\1VQ1 + )\2v92,i'e'7 (2$7 *23/’0) = )‘1(2‘T7 2ya 71) + )‘Z(Q‘T - 17 07 71)
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Portanto, 2z(1 — A1 — A2) + Ao = 2y(—1 — A1) = A1 + A2 = 0; logo:
{AM+X=0 =-"2xe\=—-1}ou{A1+X2=0,A0=—-2xey=0}ie.,
1
{)\1 :—1,)\2:1,.%:—5} ou {)\1+)\2:0,)\2:—2xey:0}

2

Além disso, 22 4+ y? = z e z = 2% — x. Assim,

1 +1 3 )

Y= ﬁ,z:i}ou{yzo,z:x =22 -z}

fo=-

1 -1
Portanto P, = < 2 f 4) , Py = (—2, 7, i) e P3 =(0,0,0) sao os extremos de f. Como

f(P) =f(P) = —1 e f(P3) =0, P; e Py sao pontos de minimo e P3 de maximo.

Observe que a equagao V f(P) = A\ Vg1 (P)+ X2V ga(P) obriga que V f(P) pertenca ao plano
gerado por Vgi(P) e Vga2(P). Seja T' o vetor tangente A T em P. Entao T pertence ao plano
tangente em P A superficie S; e também ao plano tangente em P A Ss. Lembre que esses planos
sao dados por Vgi(P) e (z,y,2) =0 e Vgo(P) e (,y,2) = 0. Assim, T é normal A Vg, (P) e
A Vgy(P). ConseqA lentemente, f(P) também é normal a T, i.e., f(P) é normal A T em P.
Veja a figura:

Exemplo 3.5.4. Determine os pontos extremos de f(z,y, z) = x—2y+22 na esfera 22 +y?+2% =
1.

Solucdo . Vf(z,y,2z) = (1,-2,2). Seja g(z,y,2) = 2% +y? + 22 — 1. Entdao Vg(z,y,2) =
(2z,2y,2z) e queremos obter P = (x,y, z) tal que:
(1,-2,2) = \(2z,2y,2z)
Pyt =1

Assim,
Nr=1,2\y=-22 z=2ex’+y°+22=1
1
Logo, z =21 = —y = 3¢ 2+ +22=1,4e, P=ux(2,-1,1) e 22 + y? + 22 = 1. Portanto
1
P=——(2,—1,1).
\/6( )
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Observacao : O teorema sobre multiplicadores de Lagrange, apenas garante que se P for um
ponto extremo, entdao Vf(P) = AiVgi(P) + -+ + M Vg (P). Assim, o fato de P satisfazer a
hipdtese do teorema nao garante que P é um ponto extremo; entretanto vale:

Teorema 3.5.2. Se f: A CR"™ — R € continua e A é um conjunto fechado e limitado, entao
f possui ponto de mdximo global e de minimo global.

Exemplo 3.5.5. Determine os pontos criticos e extremos de f(x,y) = x2+2y? sujeito A condicao
?+r+y? <1

Solucdo . Queremos estudar a funcdo f na regido R = {(z,y); 2>+ 2 +y? < 1}. Primeiro vamos
estudar os pontos criticos interiores A R: Vf(x,y) = (2z,4y) e portanto, o tnico ponto critico
20

0 1)
Para estudar o bordo de R, usaremos multiplicadores de Lagrange:

Seja g(z,y) = 22 + x +y* — 1. Como Vg(x,y) = (22 + 1,2y), queremos (x,y) tal que (2z,4y) =
A2z +1,2y) e 22 + 2 +y? =1 Assim, 22(1 — \) = A\, 2y(2— ) = 0 e 22 + z + y?> = 1. Portanto,
AN=22=-lezx?+2+9?>=1}ou{y = 0,22(1 — ) = X ez? + 2+ 3% = 1}. Logo,
A=2x=-1,y2 =1} ou{y =0,22(1 —\) = Nex? +z — 1 = 0}. Assim, os candidatos

—1+5

2"“) °

no interior de R ¢ (0,0). Como H(0,0) = (0,0) é ponto de minimo local.

a pontos extremos no bordo de R sao P = (—1,1), P = (—1,-1),P3 = <

Py = <_1_\/5,0> .Como f(P) = f(P) =3, f(P3) = 3 _2\/5,f(P4) _ 3+2\/5

. e (0.0) =0,

(0,0) é ponto de minimo global e P; e P5 s@o pontos de méximo globais.

Exercicio 3.5.1. Obtenha e classifique os pontos criticos das fungoes abaixo:
1. f(z,y) = 2% — 2y +y, sujeito a . +y < 2

2. f(x,y) = 22 + 32y + 4y® — 62 + 2y, sujeito a x —y < 2

x,y) =z + ysen(z), sujeito a x +y < 27

5. f(z,y) = sen(x) 4+ y sujeito a z +y < 27

f(
f(
f(
4. f(z,y,2) =e V"= sujeitoar+y<2ea?—y+2<0
f(
6. f(

r,y,2) =2 + 9% + 22 sujeitoa 22 +y2 < zeax+ 2y +22<5.

Exercicio 3.5.2. Dado f e P tal que Vf(P) =0 e H¢(P) como abaixo, classifique, se possivel,
o ponto critico P.

301
1. Hi(P)=(0 2 0 2. Hy(P) =
40 3

w N O
W W N
— W W
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3.6 Respostas aos Exercicios

Secao 5.4
1. (a) P=(1,2), sela
(b) P = (5—74, 27), minimo
(c) P = (km, (1)), k € Z, sela
(d) P =1(0,0,0), maximo
(e) P = (km, (=1)F1), k € Z, sela
(f) P =(0,0,0), maximo
(g) P € {(z,y);2x = —cos(x)}, indefinido
(h) P = (z,y,0),2% + y*> = 1, minimo global se z = y = 0, indefinidos caso contrario
Secao 5.5
1. (a) P= (i, i), maximo
(b) P= (1837 _83>’ minimo
3
(c) P= (;r’ 27r>’ maximo
(d) P=(1,1,0), minimo
(e) P =(0,27), maximo
(f) P =(-1,-2,5), minimo
)

| 3+ /6l 3—\/61}

(b) nem méximo nem minimo pois o(H) = { 5 5



Capitulo 4

Integracao em varias variaveis

4.1 Integrais Iteradas
Dado f : [a,b] X [¢,d] — R considere F : [a,b] — R dada por F(z / f(z,y)d

b b1 pd
A integral / F(z)dz = / [/ flz,y) dy} dz é denotada por / / f(z,y)dydz ou por

/ab da /jf(w)dy

12
Exemplo 4.1.1. Seja f : [0,1] x [1,2] — R, f(z,y) = 2% +y. Calcule / / f(z,y)dydz e
0o J1

/12/01 f(z,y) dx dy.

Solucao .
//facydyda:—// w+ydydx— <2 Z)}
—/ :1:+3 dr = x—3+3i 1 3
) 2 3 2], 372

Observe na figura abaixo, o grafico de f, da regiao de integracao [0, 1] x [1,2] e note que para

11

2
cada z fixo, a integral / (2 + y) dy é a area da regiao hachurada:
1

66
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1 2
Assim, a integral (332 +y)dydx é o volume da regido abaixo do grafico de f e acima do

0 J1
retangulo [0, 1] x [1,2].
Vamos agora calcular na outra ordem de integragao :

2 1 2 3 r=1 2 2 2
x 1 Yy oy 1
f(:z:,y)d:z:dy:/ (—I—a:y)] dy:/ (—I—y) dy:<+>} =-+-=
Observe que as duas integrais tem o mesmo valor. Note também que para cada y fixo, / (3:2 +
0

3 11
2 6

y)dz é a drea da secao paralela ao plano zz. Veja a figura:

Assim, a segunda integral também representa o volume da regido abaixo do gréafico de f e acima
do retangulo [0, 1] x [1,2].

Note: quando a ordem de integracao nao altera o resultado, é usual escrever / f(z,y) dx dy,

R
onde R é a regiao de integracao .

1 pl—2? 1 pl—2?
Exemplo 4.1.2. Calcule / / (22 +y)dydz e / / dy dz.
0o Jo 0o Jo

Solucado .
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1 pl—z? 1 23 1 92
Além disso, / / dydz = / (1-— x2) dr = <;U — > ] = —.
0o Jo 0 3 0 3

Observe que para cada z fixo, y varia de 0 a 1 — 22 e portanto quando x varia de 0 a 1, obtemos
a regiao R esbogada abaixo:

! (%,1-x*2)

of
(x0) X 1

1,1
De novo, a integral / / (2% + y) dy dz é o volume do sélido abaixo do grafico de f(z,y) =
0 J1—=x2

22 + y e acima da regido R contida no plano z = 0.

1 pl—a?
Da mesma forma, a integral dy dx é o volume do sélido abaixo do gréfico de f(z,y) =1

0
e acima da regiao R contida no plano z = 0, i.e., é o volume da placa de espessura 1 e base R,

ou seja, a area de R.

Exemplo 4.1.3. Seja f : R — R, onde R = {(z,y) € R%0 < y < |z| < 1}. Escreva as
integrais iteradas.

Solugdo . Veja abaixo o esboco de R:
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-1 0 1

1 prlz| 1 -y 1
As integrais sao : / / dydx e / </ dx +/ dx) dy.
0o Jo 0 -1 Yy

1 T 2x+y
Exemplo 4.1.4. Calcule / / / (x4 2y + 2z) dz dy dx e esboce a regiao de integracao R.
0 Ja2 Jzx

Solugao .
/ (a:+2y+z)dz:<(x+2y)z+22)] Z(l’+2y)(x+y)+(x+y2)$
v x
322 +4dry +y?  52® + 10xy +5y° 5
= 2% + 3wy +2y° + 2y Y = 2y Y = S(@+y)*

Assim,

T p2x+y 5 [Z 9 5 v
/ / (x+2y+z)dzdy:2/(£v+y) dy=(6($+y)3>]
z2 Jax z2 z?

= g (2333 — (v +2?)%) = %(—1‘6 —32° — 3z + 723).

1 prx r2zt+y 5 (1 71
Finalmente, / / / (x 42y + 2)dzdydr = — / (—2® — 325 — 32?1 + 723) dx = —
0 2 Jo 6 0 168

A regido de integracio , R = {(z,,2);0 <2 < lea? <y <z <2< 2x+y} estd eshocada

abaixo.

1 1 T2 Tn—1
Exemplo 4.1.5. Calcule I,, = / drq / dzo / drs .. / dz,.
0 0 0 0
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Solugao . I, é o volume em R"™ da regiao R = {x € R";0 < x,, < zp_1--- < mg < 21 < 1}
Além disso:

1
11:/ d:lilzl
1
_[2 / dxl/ d(L‘Q /1‘1d(L‘11/2
Z2
Ig—/ dml/ dxg d,Ig—/ dml/ .’EQd.TQ / 7d$1—1/6

Assim, I, = —
n!

Exemplo 4.1.6. Calcule o volume do sélido limitado pelos planos z = 0,y = 0,2 = 0 e
z +y =1 e pelo paraboléide z = 1 — 22 — 2.

_ /01 /Ol—gc /01—172—y2 o ally e — /01 /01—:5(1 e y2) dy de
[ (1D [ 100 052)
( .

Solugao .

Veja a figura:

4.2 Integrais Duplas
Definicao 4.2.1. Uma particao P do retangulo [a,b] X [¢,d] é
P ={(x1,y;),i=0,1,...,n,7=0,1,...m}
e determina mn retangulos R;; de drea A;;. O tamanho da particao P ¢

|P| = maximo{Aq1,... Apm }
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Seja f: D C R? — R, D limitado, D C [a,b] X [c,d]. Para cada par (i,) seja X;; um ponto
do retangulo R;;. Uma soma de Riemann para f é

n m

DY H(Xi)Ay

j=1 i=1

(substitua f(X;;) por zero se X;; & D). Observe que se f > 0 entdo f(X;;)A;; é o volume do
paralelepipedo de altura f(X;;) e base o retangulo R;;. Dizemos que f é integravel em D se
existe o limite

] Xij) iy
Jim ;;f( 30

Finalmente, quando f é integravel em D, dizemos que a integral dupla de f sobre D é

[raa= m (323" foxa,
7 P20\ 5= =

Teorema 4.2.1. Se D C R? ¢ limitado com bordo 0D imagem de uma curva simples fechada e
suave por partes e f € continua em D entdo f € integrdvel em D.

Definicao 4.2.2. Uma regiao R do plano é de tipo 1 se R pode ser descrita como:
R =[a,b] x [hi(x), ha(z)] com h; e hy continuas.

Uma regiao .S do plano é de tipo 2 se S pode ser descrita como:
S = [h1(y), ha(y)] X [¢,d] com hy e hy continuas.

Veja a figura:

Teorema 4.2.2. Seja f : R C R? — R limitada e continua no interior de R regido de tipo 1

ou 2. Entao a integral dupla | f(x,y)dA existe e pode ser calculada via integral iterada.

R
Aplicagdo 4.2.1. Seja R C R? uma regido de tipo 1 ou 2, entdo a drea de R, A(R) pode ser
obtida via: A(R) = / dA
R
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Demonstracao 4.2.1. Seja R de tipo 1, i.e., R = X [hi(x), ha(x)] com h; e hg continuas.

hg(x
Entéo,A(R):/ [ho(x) — hi(x da:—/ / dydac—/dA.
hi(x)

Da mesma forma, caso R seja de tipo 2, i.e., R = [h1(y), hg( )] X [e,d] com hy e hy continuas,

entdo , A(R) = /[hg() hi(y dx—/ /my) dxdy_/dA.

Teorema 4.2.3. Se R é uma regido limitada do plano xy, bordo de um caminho simples fechado
e suave por partes e hi,hs : R — R sdo continuas com hy < hs, entao o volume do sdlido S

de R3 dado por S = R x [h1(x,y), ha(x,y)] € V(S) = /(hg — hy) dA.

S
2 2 2
Exemplo 4.2.1. Calcule o volume do sélido limitado pelo ehpsmde — + 2 —|— — =1, onde
a,b,c> 0.
2 2
Solugdo . O sélido estd compreendido entre os gréficos de hy(z,y) = c{/1 — — + 72 e ho(x,y) =
x2 y2
—hi(z,y). Considere portanto R = {(z, y) b2 < 1}. Entao

/dV /hlxy) ho (2, y))dA—Q/hla:y ) dA.

2 2
Seja S = {(z,v); % + z—g <1,z >0,y > 0}. Entao , por simetria, V = S/hl(x,y) dA, logo
R

a by/1—22/a? y
= 80/ / 1- 2 dy dz
0 Jo
b\/l z2/a? y
Seja A(z) = /1 2 dy. Entao , V = / A(z)dz. Usando a mudanga de

bt
variaveis t = /1 — 9162/0,2 temos que A = 86/ \/ 2 ‘Z2 dy. Agora escolhendo y = bt sen(),

temos que dy = bt cos(0) df e

/2 w/2
A =8¢ / bt cos?(0) df = 4cbt? / (cos(26) +1)d6
0 0

2
= 2bct’w = 2ber (1 — :(:2> .
a

2

@ 4
Assim, V = / 2bcrm <1 — :32) dx = —mabc.
0 a 3
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4.3 Coordenadas Polares

E usual representar um ponto (z,y) € R? por (r,0) onde & = rcos(d) e y = r sen(f). Assim,
r =+/z2+y% e § = arccos(xz/r) ou § = arcsen(y/r) ou ainda, § = arctan(y/x). Note que de
fato, o que estd sendo feito é:
f:R?*—{(0,0)} — (0,00) x [0, 27)

(z,y) — f(x,y) = (rcos(f), rsen(h))

com inversa
g=f"1:(0,00) x[0,27) — R
(r,6) —> g(r,0) = (rcos (8), r sen(0)) = (z,1)

Observe que a derivada de g € :
(r,0) = xr(r,0) xp(r,0)\  [cos(d) —rsen(h)
g \nv) = yr(r,0) yo(r,0))  \sen(d) rcos()
e portanto, det(g’(r,0)) = r.

Estamos exigindo que (z,y) # (0,0) (ou seja r # 0 ) para que essa mudanga de varidveis seja
invertivel. De fato a mudanca inclui a origem, mas nao é diferencidvel ai. Além disso, fica
“dificil” saber que valor de 6 associar ao ponto (x,y) = (0,0). Veja na figura abaixo, que uma
regiao de lados ArAf corresponde a uma figura aproximadamente retangular no plano xy. A
area da imagem deve ser aproximadamente r Ar A 6.

t
Exemplo 4.3.1. Seja R a regiao R = {(7‘,(9); —— <6< g; 5 <r< t} (esbogada acima). Ob-
tenha a area de R.

Solugdo . A 4rea A desejada é a do anel circular de raios t e t/2 e angulo central 5. Assim,

2 2 42 27/3  pt 2
A:W(—>:Wenoteque/ / rdrdo="".
3\2 8 8 w3 Jig2 8

Lembre que para funcdes de uma varidvel, f e g com f € C%e g € C1, [ fu)du =
[(fog)g'dx. Veremos mais tarde que isso pode ser generalizado para fungoes de duas varidveis
assim: f: D1 CR? — R, feC? g: Dy Cc R? — R? g C!, g injetora, entdo

/f(ul,uz) duy dug = /f o g(vy,v2) |det(g”)| dvy dus.

Ru RU
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No caso de g ser mudanca para coordenadas polares, temos que:

/ f(z,y)dzdy = / fog(r,0)|det(g")| drdo
Ryy

RTG

Exemplo 4.3.2. Calcule a integral / Va2 — 22 —y?dxdy, onde Ryy = {(z,y);2° + y* <
Rzy
a,x >0,y > 0}.

Solucao . Ry, pode ser descrita em coordenadas polares como: R,y = {(r,0);r < a,0 < 0
m/2}. Logo:

/2 ra 3
/\/a2—x2—y2dxdy:/r\/mdrd9:/ /r\/a2—r2drd¢9:7rg.
0 0
RTG

Ryy

IN



Apeéendice A

Formas Quadraticas e Quadricas

A.1 Um comentario sobre matrizes simétricas

4 2 =2
Exemplo A.1.1. SejaA=| 2 3 1 |.Obtenha P tal que PAP! é diagonal e det(P) = +1.
-2 1 5

Solucdo . Vamos denotar por L a k-ésima linha de A. Se fossemos fazer eliminagdo Gaussiana

L
em A, o primeiro passo seria trocar Lo por Lo — ?1 e L3 por L3+ 71 Isso é equivalente a

1 00
multiplicar A A esquerda por P, = [ —1 /2 1 0] .Observe que P; ¢ triangular inferior e que
/2 0 1

det (P1) = 1. Como queremos manter a simetria, vamos entao fazer A; = Py AP, Note que A;
também é simétrica,

1 00\ /4 2 =2\ /1 —-1/2 1/2
Ai=|-1/2 1 0|2 3 1o 1 o0

12 0 1) \-21 5/ \0o o 1

42 =2\ /1 —1/2 1/2
=lo2 2o 1 o0

02 1/\o o 1

4.0 0
=10 2 2

021

Agora, para fazer eliminagdo Gaussiana em Aj, deveriamos trocar a terceira linha de A; por
sua terceira linha menos sua segunda linha, i.e., deverfamos multiplicar Ay A esquerda por

1 0 0
P,=10 1 0].Denovo, notequedet (P,) = 1. Vamos fazer Ay = PyA1 P! = PP AP' P,
0 -1 1

75
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Assim,
1 0 0 4 0 0 1 0 O
As=10 1 0 0 2 2 01 -1
0 -1 1 0 21 0 0 1
4 0 0 1 0 O
=10 2 2 01 -1
0 0 3 0 0 1
4 0 0
=10 2 0
0 0 3
1 0 0 1 00 1 0 0
Portanto, escrevendo P = PP, = [0 1 0 -1/2 1 0] =1(-1/2 1 0], temos
0 -1 1 1/2 0 1 1 -1 1
que PAP! = A, é diagonal e que det (P) = 1.
0 2 2
Exemplo A.1.2. Seja A= | 2 3 1].Obtenha P tal que PAP! é diagonal e det(P) = +1.
-2 1 5

Solucdo . Para fazer eliminagdo Gaussiana em A, o primeiro passo seria trocar Lo por Lp e
vice-versa, ja que o coeficiente a1 de A é nulo. Isso é equivalente a multiplicar A A esquerda

010
por P, = (1 0 0. Observe que det(P;) = —1 e que P, = P;. Vamos entdo fazer A; =
0 0 1
P AP,' = PyAP,. Note que A; também é simétrica,
010 0 2 2 01 0
Ai1=11 0 0 2 3 1 1 0 0
0 0 1 -2 1 5 0 0 1
2 3 1 010
=10 2 =2 1 0 0
1 -2 5 0 0 1
3 2 1
=12 0 =2
1 -2 5

Agora, para fazer eliminacao Gaussiana em Aj, deveriamos trocar a segunda linha de A; por
sua segunda linha menos 3 da primeira e sua terceira linha por sua terceira linha menos 3 de
1 0 0

sua primeira linha, i.e., deverfamos multiplicar A; A esquerda por Py = —-2/3 1 0].De
-1/3 0 1
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novo, note que det (P) = 1. Vamos fazer Ay = PyA1 Pt = PyPLAP'Py!. Assim,

1 00\ /3 2 1\ /1 -2/3 —-1/3
Ay=(-2/3 1 0 2 0 -2 0 1 0
-1/3 0 1 1 -2 5 0 O 1
3 2 1\ /1 —2/3 —1/3
=10 2 2 0 —4/3 —-8/3
0 0 3 0 —8/3 14/3
3 0 0
=0 —-4/3 -8/3
0 —8/3 14/3
1 0 O
Agora fazemos Ps= |0 1 0| e A3 = P3AyPs'. De novo, note que det (P3) =1 e
0 -2 1
1 0 0 3 0 0 1 0 0
A3=10 1 0 0 —4/3 -8/3 01 -2
0 -2 1 0 —8/3 14/3 0 0 1
3 0 0 10 0
=0 —-4/3 -8/3 01 -2
0 0 10 0 0 1
3 0 0
=0 —4/3 0
0 0 10

Portanto, escrevendo P = P3P, Py, temos que PAP! = A3 é diagonal e que det (P) = —1.

O que foi feito nos dois exemplos acima é geral:
Lema A.1.1. Seja A uma matriz nxn simétrica. Entdo existe P matriz nxn tal que:
1. PAP! ¢ diagonal e

2. det (P) = +1.

A.2 Formas candnicas de polinéomios

Seja p(z,y, 2) = ax?® + 2Bxy + 206xz + yy? + 2eyz + 022 + 1w + ney + 132 + ¢. Note que esse
polinémio pode ser reescrito como:

a [ 0\ [z x

px,y,2)=(x y 2)|B v €|yl +m n n)|y]+<
0 € 0 z z
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x a [ 90 m
Escrevendou= [y |, A= |8 v €| en=|n |, temos que p(u) = u* Au + n'u + (. Como
z 0 € 6 73

A é simétrica, existe P e D tal que PAP' = D com D diagonal e det (P) = 41. Seja v tal que
u = Plv. Assim,
p(u) = p(P'v)
= (Pv)' AP'v + n' Plo + ¢
=v'PAP'w +n'Plv 4+ ¢
=v'Dv+ (Pn)'v +¢
=v'Dv+wc+(¢ w=Py
Definicao A.2.1. Dizemos que um polindomio estd em forma canonica se esta escrito como
p(v) = v'Dv +w'v + ¢,
onde v,w € R™ e D é uma matriz nxn diagonal.

Observacao :
Note que, se di, # 0, é possivel ainda fazer outra mudanga de varidveis, para acabar com o

w1 w1 , ~
termo wyvy. Por exemplo, caso d; # 0, faca X = /|d1|v1 + sgm(d—)1 /|d—| Isso porém nao é
1 1
tao relevante quanto acabar com os termos cruzados ( e nem sempre é possivel fazer isso).

Exemplo A.2.1. Seja p(z,y,z) = 422 + 22y — 222 + 3y? + 2yz + 522, Escreva p em forma
canodnica.

Solugdo . Esse polindmio pode ser reescrito como

plxy,z)=(x y 2)| 2 3 1 ||y

-2 1 5 z
4 2 =2
Note que a matriz A = | 2 3 1 | é a matriz A do exemplo A.1.3 e portanto, satisfaz
-2 1 5
4 00
PAPt=D= |0 2 0].Assim, A=P'DP ¢
0 0 3
e
p(z,y,2)=(z y 2)P'DP™ |y
z
x x
Seja v = p-t y |, isto é, | y | = P'v Entao
z z

p(z,y,2) = p(v' P) = v'Dv = 4v,® + 20 + 3v3
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A.3 Superficies dadas implicitamente por uma equacao do se-
gundo grau em 3 variaveis e suas degeneragoes

Dado um polinémio de grau 2 em n varidveis, o conjunto S(p) = {z € R";p(z) = 0} é chamado
de quddrica ou forma quadrdtica. Vamos estudar o conjunto S(p) no caso que n = 3. E usual,
ao estudar S(p), discutir primeiro o caso em que o polinémio estd em forma candnica.

No que se segue, a,b e ¢ nao sao nulos.

2 2 2
x
Exemplo A.3.1. — + Z—Q + =5 =1, esfera caso a = b = ¢, elipséide caso contrério:
a c

2 2 2

Exemplo A.3.2. % + 5 - 2—2 = 1, hiperboléide de uma folha:
a b c

2 2 2
Exemplo A.3.3. m—z + = - Sl —1, hiperboléide de duas folhas:
a c
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22 2 22
Exemplo A.3.4. — + -5 — — =0, cone de duas folhas:
a b c
2 42
Exemplo A.3.5. — + 2 2c¢z = 0, paraboldide eliptico ou circular (caso a = b):
a
22 42
Exemplo A.3.6. — — =i 2c¢z = 0, paraboléide hiperbdlico (sela):
a
2 2

Exemplo A.3.7. x_2 + =i 1, cilindro eliptico ou circular (caso a = b):
a

80
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2 2
Exemplo A.3.8. x_2 y_2
a

=1, cilindro hiperbdlico:

Exemplo A.3.9. y? — 2px = 0, cilindro parabdlico:

0
0
y X
5

Exemplo A.3.10. 22 — a®? = 0, par de planos paralelos:
p

Exemplo A.3.11. 22 = 0, plano:

&
\

81
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Note que nem sempre o conjunto S(p) define uma superficie. Veja:

1,2 y2

Exemplo A.3.12. — — ohe 0, par de planos se interceptando em uma reta:
a

22 2
Exemplo A.3.13. — + i 0, uma reta (eixo z):
a

-2

2 2 2,2 1172 2 2 2 2

Exemplo A.3.14. %4—%—1——2:0, ponto; —2+y—2+z—2 = -1, m—z—l—y— =—-lexz’+a?=0,
) a c a c a
vazio

b b b2



